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1. Die Harmonikalien. Eine mathematiſche Abhandlung vom Gpmnaſtallehrer Robert. 
2. Schulnachrichten vom Director. 
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Pyritz 1878. 
1878. Progr. Nr. 107. Druck von E. Gieſe. 


Die nachſtehende elementare Behandlung der Harmonikalien und einiger Aehnlichkeitsbeziehungen gegebener 
Kreiſe ſchließt ſich eng an die vorzüglichen Vorleſungen Dr. Otto Hesse's aus der analytiſchen 
Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreiſes in der Ebene an. Dieſelbe iſt hervorgegangen 
aus dem Beweggrunde den fähigeren Schülern der Prima als Uebung in der Anwendung der Trigonometrie 
und Arithmetik auf die Planimetrie zu dienen. Eine Figurentafel hat leider nicht beigegeben werden können 
und es wird deshalb der Leſer gebeten die Feder zur Hand zu nehmen um die etwa nöthigen Figuren 
ſelbſt zu entwerfen. 


I. 
Von den harmonifchen Geraden. 


Von einem Punkte O mögen zwei unbewegliche Gerade OA und OB ausgehen, die ſich unter 
einem Winkel x ſchneiden, und zwei bewegliche Gerade OA, und OD. welche mit OA die veränderlichen 
ð ) 07 ) 7 


sing, Sin 7 


Winkel 2, und % bilden. Alsdann nennt man Se das anharmoniſche Verhältniß 


1 (2 —x) sin (% — ) 
der vier von O ausgehenden Geraden. Dies Verhältniß kann unendlich viele verſchiedene Werthe haben und 
wird, wenn es gleich — 1 ift, das harmoniſche Verhältniß der Geraden genannt, während dieſe ſelbſt alsdann 
harmoniſche Strahlen heißen. Die Gleichung 

sin % sin , 


Sg = ider 1) Eh, ta EE _ 

sin (% —%) sin (% — ) sin ( — x) sin (X, — x) 
kann nur dann zu Recht beftehen, wenn einer der beiden Winkel v, — x oder % — x negativ ift, was immer 
der Fall ſein wird, wenn die eine der beiden beweglichen Geraden den Winkel x ſelbſt, die andere den einer 
der beiden dazu gehörigen Nebenwinkel theilt. Es läßt ſich deshalb die Bedingung dafür, daß die von O 
ausgehenden Geraden harmoniſche Strahlen find, auch ausdrücken durch die Gleichung 


sin A, A sin B. A 0 
n SnB B 2 
wo der Kürze wegen der allen Winkeln gemeinſchaftliche Scheitelbuchſtabe O fortgelaſſen worden iſt. 
; Setzt man , =, fo wird und daraus folgt sin y, sin 608x— 6057, sinx 
du 27 sin (% — ) 5 ei S e 
oder 2 sin: sin Xo S — 2. cos % sin — cos d. h. tg. J = cot . Man hat demnach entweder 
. Ce ZS 2 


g % = GO Pia Sig Bes 2 d. h. 7 S 90 = oder tg yy = tg (9⁰— = ) = 


* 0 x SA 2 SES E d , Kg ` 
tg ( > — 90°) d. h. J = 5 — 90%. Halbirt alſo die eine bewegliche Gerade den Winkel x, fo halbirt 
die andere den einen oder den anderen der beiden zugehörigen Nebenwinkel. 

* % % Er Pa FOR 5 

Geht man von der Lage 9, = und ½ = 90 ＋ 2 aus, läßt mithin OB, pofitive Winkel mit 

OA bilden, jo erhält für ein immer kleiner werdendes do der Bruch sin e: sin (y, —z)= — 1:5inzcoto — C82 
N 


einen immer kleineren negativen Werth, weil cote, mit abnehmenden o, immer größer wird. Es muß 
deshalb der zweite Bruch sin y, : sin (% — x) = l : cos x cot y sin z einen immer kleineren poſitiven 
Werth erhalten, was nur möglich ift, wenn cot y, immer kleiner, y, aljo immer größer wird. Man erkennt 
daraus, daß OB, ſich immer mehr von OA entfernt je näher OA, an dieſelbe Gerade heranrückt. Für 
% S wird sin %: sin (% - S, alfo muß auch sin ya sin (% — ) o fin, d. i. / = 180°. 


Fällt demnach OA, mit OA zuſammen, jo thut dies OB, mit der rückwärtigen Verlängerung von OA. 


25 % n e 22 A s g 
Läßt man dagegen 2, von -> an wachſen, fo erhält sin, : sin (g, — z) einen immer größeren negativen 


und sin ye ` Sin % — x) in Folge deſſen einen immer größeren pofitiven Werth und man ſchließt daraus, 
daß je mehr die eine bewegliche Gerade ſich OB nähert, dies ebenſo mud die andere thun muß. Für 


e, Se sin 9, : sin (&, — x) & und deshalb sin y, sin % — x) = -+ œ, was nur für y, =x 
möglich iſt; es 5 fallen aljo hier beide bewegliche Gerade mit OB zuſammen. Geht man endlich von 


0 9 


E 


£ > res % DEE , o ge 
=. und dem negativen Winkl / S — 90° aus, läßt man alfo jetzt OB, negative Winkel mit 


OA bilden oder ſich im entgegengeſetzten Sinne drehen wie vorher, To findet man durch analoge Betrachtungen, 


daß je mehr OA, Véi OA nähert oder davon entfernt, dies auch OB, thut. Für die Grenzlage v, = 0 
wird nun auch ye = 0, dagegen für o, — ergiebt fih y, = 4 — 180°. 


Aus der Gleichung (1) findet ſich leicht Qsin y, sin y,cosx— sino, cos Sinx — siny 608%, Sin a =, 

wofür man auch noch, wenn keiner von den Winkeln gleich Null ift, ſchreiben kann (2) 2c0t 2 — coto — GO ach, 
Hat x den beſonderen Werth 90°, jo wird cot e, = — cot ½ d. h. Go = — 7 oder % = 180°— Jp 

und bezeichnet man OA und OB, OA, und OB, als zugeordnete WEE Strahlen, jo hat mar den 
en Strahlen zwei zugeordnete aufeinander ſenkrecht, ſo bildet jeder derſelben 


Satz: „Stehen von vier Forme? 


mit den beiden anderen gleiche X “ Setzt man umgekehrt ve = — y, oder o, = 180° — y, in die 
{ 70 An Yo 
Gleichung (2) ein, jo folgt 2 = 90°, d. h.: „Bilden von vier harmoniſchen Straf len zwei zugeordnete mit 


den beiden anderen gleiche Winkel, ſo ſtehen dieſe letzteren auf einander senkrecht.“ 
Sind zwei Linienpaare OA, und OB, OA, und OB, oder kürzer A,B, und A, D gegeben, fo 

kann man fragen, ob es ein drittes Paar AB giebt, welches zu jedem von beiden en iſt. Es müſſen 

offenbar d ie Gleichungen gelten: 2 cot x — cot F — cot Zo ~= Ü, 9 cotz — cot Mrz wo e und 

yı für A, B. dieſelber Winkel bedeuten, wie e, und y, für A, B.. Durch Subtracti n beider Gleichungen 
sin ( - sin y 

finde ſich ir S SEN * 2 = =® 


Da die Lage der Paare A,B, und A,B, gegeben ift, fo 


müſſen die von ihnen gebildeten Winkel ſämmtlich als bekannt angeſehen werden. Setzt man nun A, B. S, 
B. A, = b, A. A, = , und beſtimmt, daß diefe Winkel in Bezug auf OA, gerade fo als pofitiv oder 
negativ zu rechnen ſind, wie die Winkel y in Bezug auf OA, fo gilt ganz allgemein 

Fo HH NI — Fo = . 9 70 = O 


Durch Subſtitution dieſer Werthe in die obige Bedingungsgleichung ergiebt ſich dann 


sin o, J sin (B, — %) 0 
= S z ae = 
sing, sin (% +a) sin (F ＋ a) sin (2, ＋ 89) 


Cosi, sina, sing sin g, + sin’o, [cosz, cosa, sinp, — cosĝ, sin ( — a, )]-+ ?sinz, coso, cosa sina sing =0 


R p sine, cos g sin (e, o, eine COS, COS], sin! d eos? Dä sina sing 
coto, 2 coto cota, + cota, =— = ` 2 — 


a, Sina, sin 8. 


1 Vents, — a) sin ( 8, 
(3) cot o 0 = — cot o, * 85 ? * 8111 ( JE 1 ) in (o at 1 
Sin u Sın a, .sın GN 


sin? 


Da Ge unter allen Umständen ein poſitiver Winkel fein muß, fo darf nur das poſitive Vorzeichen 


d 9 í d A folgt r cot GE und durch 
vor der Wurzel genommen werden. Aus / = 9 olgt ferner cot yy = ee dur 
vor der Wurzel genommen werder Yo Pi d y 5 en, ) 
2 u Werthe cot i 1 ers: N TEMP 
e$ CO gefundenen Werthes coty, = Cot % — ~ — 
inſetzung de für gef 0 ) Léi 0 sin a, sin TO — o, E sin OC Sé ay — b.) 
22 Pë? z — 72 
La ; 1 Fan (% — a): sin ( — BI Ui sin 2. > sin d 
Demnach wird 2 cot z = ~ D EE A y —.— ; 
sin Ga Sin . sin f sin (aa — a). sin EN — Bi 
. sin (% — . — 6.) Zu Adem 
oder vereinfacht (4) 2 cot ve ; en Hierdurch ift die Lage des 
$ sin (% — 4.) sin (a, — .] sin , Sin E 


y 


1 
geſuchten zu den beiden gegebenen Paaren gleichzeitig k harmoniſchen Paares vollſtändig beſtimmt und zwar 
giebt es nur ein einziges derartiges Paar. Daſſelbe wird ein reelles ſein, ſo lange das unter dem Wurzel⸗ 
zeichen ſtehende Product poſitiv ift, imaginär dagegen, wenn jenes Product negativ wird. Für . -+ 8. == a, 
wird cot 1 S d. h. die Geraden AB bilden in dieſem Falle einen rechten Winkel mit einander; für 
o, Be" a wird x ein ſpitzer und für a, + B, — 30 ein ſtumpfer Winkel. 

Man ſagt nun: „Drei Paar Linien, welche von demſelben Punkte ausgehen, bilden eine Involution, 
wenn ein viertes Paar gefunden werden kann, welches harmoniſch iſt zu jedem der drei anderen.“ Da nun 
nbe, wie eben gezeigt worden ift, ſtets ein Linienpaar beſtimmt werden kann, welches zu zwei gegebenen 

aaren gleichzeitig harmon iſt, ſo wird ein zu jenem harmoniſches neues Paar mit den beiden gegebenen 
eine Involution bilden. Bezeichnet man dieſes neue Linienpaar mit A. B., jo müſſen die Gleichungen gelten 


1 1/sin ( — d,) sin ( — 8.) 
cot On —— cot 0 BR Ze rd Y oz 0 1 ( H ` 11 
sin a, “ sın . sin H 
1 R sin 9 — 857) 
cot % = — cot % + — — 3 5 
j Sin Gs 7 X, . SIN P, 
wo a, und p, für A,B, SCH Winkel bedeuten, wie a, und RB für A, B.. Durch Gleichſetzung der 
beiden Werthe von cot o, findet ſich die Bedingung der Snook tion ausgeſprochen in der Gleichung 
ei TT? Sin (. — Hi sin ei Sin fer SE 
sın (20 g.) sin 6 — ol sin (0 5 0. — 2 Bal — o Soa 
Sin . . SIN |} Sin a, sin 5. 
Ban Af a EE | ei 8 
(5) Sen at 601 e SU Bin a, SM Be l, 
SIn (0 — ) Sin (a, — 5.) sin a, Sin p, 
wofür man auch der Ueberſichtlichkeit wegen ſchreiben kann 
sin B. A, . sin B. B.. sin A, A,. sin A/B. : 
(6) 2 B.A sin B. B SSC NS er eE 
sin B,A,.sınB,B,.sinA,A,.sinA,B, 


Zu dieſer Bedingungsgleichung hätte man auch durch Benutzung der Gleichung (4) gelangen können. 
Es gelten nämlich für den vorliegenden Fall 


ob E (2 we Ns Pr — —ä— 
“sin (4 — 4d.) . sin (x — Hl. sin a, . sin g, 
er ze sin (% - . — Ba) g — 
Vsiu (2% — 4.) . sin (a, — 8.) . sin a, . sin ĝ, 
und daraus findet ſich leicht 
sin (u — di) . sin (u — fr) . Sin a . sin . sin' (% — a — fl) 
sin (o, — 2,). sin (0 ER R sin a. sin H. "sin? ( — SC Ba) 
als eine neue Bedingung gsgleichung der Involution, weli he ſich aber ohne Schwierigkeit in (5) überführen 


läßt, denn (5) ſelbſt kann umgeformt werden in 


sin a, sin ĝ, [sin a, sin (2, — o = sin q sin 61. sin (2, — 0% en sin a . sin K 
£ H =l o) * 
21 


Hi 


i 
7 7 CL 
Sher sin Oy sin 34 sin (% — 


sin a, sin 3, [sin a, sin (% — . — f 


F 


sin a, . Sin 


— 1 — 


Durch Subſtitution dieſes Werthes geht die in Frage ſtehende Gleichung in (5) über. 

Die Gleichung (5) läßt ſich noch in eine vortheilhaftere Form bringen; es iſt nämlich 
sin a, sin (a, — 5.) = sin , cos ` sing, — cos, sin ß, Sing, + sing, sing, cosa, — sina, sing, cosa, 
sin a, sin (a, — f.) = sin % cos f, sin d. — cosa, Sin f, sing, + sina, sinf, cosy, — Sing, sinf, cosa, 
und deshalb kann man jchreiben sin % sin (% — 5.) = sin f, sin (a, — %,) — sin æ sin (8. — 4. 
sin a, sin (, — f.) = sin g, sin (a, — 4.) — sin a, sin (8. — 4. 

wodurch die betreffende Gleichung fih umwandelt in 

sin (, — u,) [sin 8, sin (. — 4.) — sin % sin (3, — 4.) ] sin 3, 


4 


- : — — : ? — : = D, $; 
sin (4, — 45) [sin 5. sin (a, — 4.) — sin æ sin (f, — #,)] sin 5, 
0 sin f, . sin (a, — 45 ). sin (8. — 4, A Ea sin A,B, . sin B. A.. sin A. B. 1 
sin f, . sin ( — a,). sin (B, sin A,B, . sin B. A. sin A, B, 


Die Richtungen der Seiten eines 2 Dreiecks mögen durch A, A, A, und die Abſtände eines beliebigen 
Punktes P innerhalb oder außerhalb des Dreiecks durch bezüglich a, a a, bezeichnet "ees Berbindet man 


dann den Punkt P mit den Ecken A, A, = E, A. å, = E, und A, A, = E, durch Gerade, deren 
Richtungen durch bezüglich B. B. B, benannt werden ſollen, ſo iſt 
sin A B, a, sin AB. a, sin A,B, a, 
sin A: B,. a sinA,B, a, siu A. RB a, 
á Ge „ BMA BAAD A ‚sin A.R 
und man erhält durch Multiplication dieſer Brüche . Sg 5 Se Re SCC = 1, woraus man 
ebe dk 30 A2 8 


durch Vergleichung mit der zweiten der Gleichungen ei Let erkennt, daß die Geraden A A. A. B, B. B. 
ſolche Winkel mit einander bilden, wie ſie die Linien der Involution mit einander bilden müſſen. Zieht 
man alſo durch irgend einen Punkt O mit jenen ſechs Geraden parallele Linien, ſo bilden dieſelben eine 
Involution. 

Conſtruirt man zu den Geraden A, B, A, des obigen Dreiecks den vierten B. zugeordneten harmonischen 
Strahl X und zu A, B. A, den zu B, zugeordneten X, welche ſich beide in Q ſchneiden mögen, und nennt 
die von Q auf A,A,A, gefällt en Lothe bezüglich b, b A fo gelten die Gleichungen: 


sin B. A, sin XA. 0 sin B. A, sin X A,. 0 
sin B. A, sin X A sin B. A, sin XA. 
Da nun aber 
sin B. A, u. sin VA. b. sin B. A, a sin XA, b, 
sin B. A, a, sin LA, b, sin B. A, "e NA, 
: S SR 5 n b, a b g H 
ift, fo gehen jene Gleichungen über in Cette 90 Pr b = und daraus findet man 
EX 1 4 1 
a b, a b, 7 ` s g ? 
4 * Im 3 — E oder durch Diviſion a, : a, = b, : b, d. h. Q liegt auf der Verlängerung von B.. 
GI 1 1 ı 


Die vorher conſtruirte Gerade X möge die Richtung A, in dem Punkte Q, ſchneiden, die Perpendikel 
von 1 und E, auf Y feien y, und y,, die auf B, n, und n,; dann gilt wieder 
sin B. A sin B, A sin B. A n sin B. A e on e 
RECH — ind da — u, = L SZ zeit, ſo folgt 8 7 EE 
sin Y K: sin Ya: Sr sin YA, y und SEXA y KR W ` 
Bezeichnet man ferner die Punkte B, A, und B; A mit P und Bes bie Perpendikel von ihnen auf 
mit p, und p, und die auf Y mit a. d qa, ſowie die zu A, gehörige Dreieckshöhe durch h, dann de 


; h. = E SEN E, E. rue, ‚Pi: E, E N 8 
D N p, : s 2 2 11 * 0 D d a 8 e a * 
die Proportionen . er: SEET 3 3 Sei e E. p und daraus ergiebt ſich 

pP, a, > D hab rg, e Be ef E 
r De Tas °P, FrEe T b. i 


I| 


| 
Ä 
| 


| 


De P Pond, 


Nun iſt aber bekanntlich nach dem Satze des Ceva E N P. . E 5 l, wo P, entſprechend 
0 as Lina 
den Schnittpunkt A, B, EE deshalb a man en 
2 N RRE und D fe Du 3 5 E 
> BD. SE "e Si E 9. Pa y 2 
en oa a A yn, 
Da endlich E. P.: E, P. n:: n iſt, ſo wird Di E EE DT ER Pa da EE 
£ qı 2 Ya n, 2 Z 


die drei Punkte Q, P, P, liegen auf einer Geraden. 

Man benutzt Fe Satz zur linearen Conſtruction des vierten harmonischen Strahls zu drei 
gegebenen. Sind nämlich A, B. A, drei von E, ausgehende Gerade, fo laffe man dieſelben durch eine 
beliebige Gerade A, bezüglich in den Punkten E. P, E, ſchneiden, nehme auf B, zwiſchen E, und P, einen 
beliebigen Punkt P an, verbinde denſelben mit E. und E. und verlängere dieſe Verbindungslinien bis zum 
Schnitt mit A, in P, und mit A, in P.. Die Verbindungs slinie von P, und P, ſchneidet A, in dem 
Punkte ., welchen man mit E, zu verbinden hat um den vierten harmoniſchen Strahl zu erhalten. 

Bekanntlich verſteht man unter einem vollſtändigen Viereck die Figur, welche entſteht, wenn man 
die Gegenſeiten eines gegebenen Vierecks bis zum Schnitt verlängert. Die beiden Schnittpunkte heißen die 
außerordentlic Got des ve en, zierecks. Ein ſolches Viereck ift nun Ke durch die Geraden A,B, B, 
und durch die Verbindungsgerade Q, P, P, gebildete, welches am beſten durch Q, P. P E, (P, E,) bezeichnet 
wird, wo die in Parentheſe geſetzten 7 0 ſtaben den außerordentlichen Ecken zugehören. Faßt man die Ver⸗ 


0 


bindungslinie der beiden außerordentlichen Ecken ebenfalls als Diagonale auf, ſo hat man den Satz: „Verbindet 
man den Schnittpunkt zweier Diagonalen eines vollſtändigen Vierecks mit den Endpunkten der dritten 


du 


Diagonale, ſo bilden dieſe Verbindungslinien mit den beiden erſten Diagonalen ein harmoniſches 
Strahlenbündel.“ 

Es ſeien jetzt B. B. B, die Ecken eines Dreiecks, welche den Seiten 0 1 2 gegenüberliegen, A, A, A, 
die Schnittpunkte einer Gerade en 3, welche 1 und 0 ſelbſt, 2 aber in der Verlängerung ſchneidet. Die vier 
Geraden bilden alsdann ein vollſtändiges Viereck B. B, A, A, (A, B.), deffen Ecken man mit einem beliebigen, 
vielleicht außerhalb gelegenen Punkte O verbinden mag. Es iſt dann: 


B A, in B, OA, BA, sin B. OA, AB, sin A, O B. A. B. sin A, O B. 
OA, sin O B,. A. O4, n Ai 3 sin O A, B. OB, sin OA, B 
AB, in A, O B, B. sin A, O B. 

OB. sin O A, B, oB sin O A, B. 

woraus ſich durch Diviſion findet 
B. A, sin B O A, sin O B, A, A B. siny sin A, O B, A, B. . OB. sin A, O B. 
BA, sin G B. A. . sin B,. OA, O B. sin A, O B,. O B. . A B. sin A, O B, 


D 
und durch M ultiplika tion der drei letzten Gleich hungen 
A, - „A B. = B. . OB, sin B. O A; .sia OB, A, -siu A, O B.. sin A, O B, 
B. A. AB zb OB, sin B, O A,. sin O B, A, . sin A, O B, . sin A, O B. 


Da Se 60, B. 0 B, = sin O B, A.: sin O B, A, und nach dem Satze des Menelaus 
A. B, Ces BeA Bi a 1 
NA, e 


ift, jo ergiebt ſich endlich 
sin B. O A, . sin A, OB, . sin A, O B, 
sin B, O A, . sin A, O B, . sin A, O B, 
d. h. die von O aus gezogenen Geraden bilden eine Involi ition. 
Leicht läßt fih auch zeigen, daß wenn man durch die eine Ecke eines Vierecks mit den gegenüber 


Zul 


2 
E) 


liegenden Seiten und der zweiten Diagonale Parallelen zieht, diefe ſechs in jener Ecke 1 een 
Geraden eine Involution bilden. Das Viereck möge heißen O B, B. A, und es fei O A. IB. -2 
O A, I B. Ar, O B. B. B., dann laſſen fih die Gleichungen 
sin OB, A, O A, sin B, B. A, B. A sin B. OA, BA, 
sin B, O A, BA, sin B. B, K. "RB S sin O B. A,. OA, 
aufſtellen, und wenn man dieſelben mit einander multiplizirt, erhält man 
sin O B, A, . sin B, B. A, . sin B O A, 
sin B, DA. sin B, B, A, ‚sin G B, A, 
Nun ift aber sin OB A,. = sin A, OB, sin B, B. A. = sin A, OB, sin B, B. A. sin A, OB, 
und sin O B, A, = sin A, O B., wodurch die obige Gleichung in 
sin A, O B.. sin A, O B, . sin B, OA, 
sin B. O A, . sin A, OB. sin A, OB, 
übergeht und die Richtigkeit der Behauptung erwieſen iſt. Mit Hülfe der beiden letzten Sätze kann man 
leicht zu fünf gegebenen Geraden die ſechſte Gerade der Involution linear conſtruiren. 


Ar, 


— 


II. 
Von den harmoniſchen Hunkten. 


Auf einer geraden Linie feien zwei feſte Punkte A und B durch A B =a und zwei andere bewegliche 
a D E 


A, und B, durch AA, = a, und AB, = by gegeben; dann heißt S ` 185 g = das anharmoniſche 
1 1128 
Verhältniß der beiden Punktpaare. Daſſelbe geht über in das harmoniſche, wenn es den Werth — 1 annimmt, 
e 8 b, 4 P 
d. h. wenn gilt: (8) — Er 5 3 SE 0. Man erkennt ſofort, daß dieſe Gleichung nur zu Recht beſtehen 


kann, wenn die beiden Brüche ‚entgegen ngejchte Vorzeichen haben, was immer der Fall fein wird, wenn die 
beiden Nenner entgegengeſetzte Vorzeichen beſitzen, oder wenn der eine bewegliche Punkt zwiſchen A und B, 
der andere aber außerhalb liegt. Man jagt dann, die Strecke AB wird durch die Punkte e und B, 
innerlich und äußerlich in gleichem Verhältniß oder harmonisch getheilt. A und B einerſeits, A, und B, 
anderſeits heißen zugeordnete harmoniſche Punkte. Aus der Gleichung (8) findet ſich bo — a: 4— "he 


Ir 

% A: A A. Ferner folgt a = Die Strede 
a In 

, genannt und da die letzte Gleichung ſich 


oder wie man auch ſchreiben kann: BB:A,B=B 


0 0 


a wird das harmonische Mittel zwiſchen den Strecken a, und b 


2 Zë Eë er D e? l e - - 
umformen läßt in (9) ks d SE * jo erkennt man, daß a das harmoniſche Mittel zu a, und bh, 


EI ily 90 


fein wird, wenn der reciproke Werth von a das arithmetiſche Mittel zu den reciproken Werthen von a, 
und b, ift. Die Gleichung (9) hat man zu benutzen um ſich von der Lage der Punkte A, und B, zu A 
und B eine beſſere Vorſtellung zu verschaffen. ` Läßt man zunächſt den einen beweglichen Punkt, vielleicht 


A,, in der Mitte von AB liegen, d. h. fegt man a = 5, jo wird aus (9) be = gefunden. Der 


Ki 


Punkt B, liegt alfo in dieſem Falle in unendlicher Entfernung von A. Wächſt a, von — a bis a, d. h. 


E 


9 


H 


D D D A D ee e ` ‚pe 
rückt A, aus der vorher betrachteten Lage immer näher an B, fo wird a. immer kleiner und die Differenz 


E 
2 1 


pha 5 5 a À A SE 4 
a a ~p immer größer, b, ſelbſt alfo immer kleiner und deshalb rückt B, gleichfalls immer näher 
a a ), s 
an B. Für a Da wird auch b. S a, d. h. A, und B, fallen hier mit B zuſammen. Nimmt a, umgekehrt 

a ; u: 1 = ae ; ge 
von dem Mittelwerthe 5 an immer mehr ab, fo wird - - immer größer als ſein und die Differenz 
H D 0 « 

2 1 ; e s AR SR è P t 3 
a =; hat einen negativen Werth, b, ift alfo eine negative Strecke d. h. B, liegt jetzt auf der 
HI a ) ý 


0 0 
f. 


anderen Seite von A als vorher. Mit immer mehr ſich verkleinerndem a, erhält die obige Differenz einen 
mehr und mehr ſich vergrößernden negativen Werth, ebenſo p was nur möglich ift, wenn b, ſelbſt einen 
ý 0 
immer kleineren negativen Werth erlangt. Beide Punkte A, und B, nähern fih aljo auf verſchiedenen Seiten 
von A immer mehr und mehr dieſem Punkte und für den Grenzfall a, — 0 ift auch b, 0. 
Sind auf einer Geraden zwei Punktpaare A, B, und A, D gegeben, jo kann man fragen, ob es 
vielleicht ein drittes Paar AB giebt, welches gleichzeitig zu den beiden gegebenen harmoniſch iſt. Es müſſen 


; d 1 1 2 I d e 
darüber die Gleichungen — = + und ez ck D Auskunft geben, wen AA, = a, und 
pi a D t t 


n ð 1 SR 
AB. =h, geſetzt worden ift. Soll nun aber die Lage der Punkte A, B, A. B, als gegeben betrachtet werden, 
ſo ſind die gegenſeitigen Entfernungen der vier Punkte von einander als bekannt vorauszuſetzen und zwar 
fei: b. — 4, = „ - % c oder b, %- Fa, b. =p, Tas, a, Se a, b. — b. B. — %, 
wobei die mit den griechiſchen Buchſtaben bezeichneten Strecken in Bezug auf A, gerade jo als poſitiv oder 
negativ zu rechnen ſind, wie die mit den lateiniſchen Buchſtaben bezeichneten in Bezug auf A. Alsdann geht 


— — 
Qay b, a= p 


— A, — Aa a — bo r SE Fr e Se 
die Gleichung 72 i ** 0, welche man durch Subtraction der obigen beiden Bedingungs⸗ 
3078 % Di $ : 
eichungen erhält ’ ber in ei Bi en NT 9 FR Jaa 8-a g 8—0 
gleihungen erhält, über deg Go Ee RSC a a, (atp — 4%) 23 4. f- f 
1 1 I. % . 8 ae Geh l 117 9 BI 
und — +23 —. ~= -2 „„ woraus ſich leicht ergiebt =— + sc = d — 
ur In $ a, Zo * 25 D á 8 l ) ) 2 Wi Kä za Du / a D K 


Da a, aber unter allen Umſtänden pofitiv fein muß, jo ift das negative Vorzeichen vor der Wurzel zu 


verwerfen. Subſtituirt man den eben gefundenen Werth in die Gleichung >= o findet man 
D 


1 — 
8 | a Pe 


1 - nr und demnach wird 


D 20 % | Lë, or ) CA west b 
1 „ (4 — a) (40 — fl.) 41 1 17 a, P, 
a o, f G . 5 tn ( — 81)“ 
i SS y ` Re KE, a, — ci D F. SE a 
welche Gleichung noch umgeformt werden kann in — —. Hierdurch iſt das 


a Va, D Lë, — 0) (2 FPA 6. 
geſuchte zu A, B, und A, B, gleichzeitig harmoniſche Paar AB vollſtändig beſtimmt. Daſſelbe wird reell 
oder imaginär ſein, je nachdem das unter dem Wurzelzeichen ſtehende Product poſitiv oder negativ iſt. 


Sind drei Punktpaare A, B., A, D und W B, gegeben, welche mit einander eine Involution bilden 


ſollen, ſo müſſen die Gleichungen I 
b 1 Gees 1 Ale 1 y (Zo — (2 2 p.) l — 11 P 1 EN) CA — pa) 
a, Gan dt a, B Se Ge G 8 


gelten und man findet daraus leicht 


(o, — 4.) (a. Ka 60 0, ß, — 


(35 — a,) (% — Kä 4 d ya 


E — . (A, SES Ba) 


* pa 
BA. B. B.. A A, 
B. A,. B. B. A, A 


A, B. 


> 
1 


* 


Dieſe beiden letzten Gleichungen laſſen ſich noch auf eine einfachere Form bringen; ſetzt man nämlich 


4 (4% — 6.) Y a, 4 — Ba H ck, 40 T ß, KI Sab, 6 ) — A (5 — Ai ) 
a, — 5.) = a, d. — a, Ba +. — Ba . = Pa (4, — d) — 0% — G1), 
6.— GN le G.) — 0 (8 4.01] 
o erhält Vi, — S — dëi 
å 0 ) dr 25 Fr 4. N. (Pa Zeg æ, )] Š 
ETET, B.. B. A . A, B 
1 Ra Mr e == Ao så, A a 
i 00 f, ( — 40 (8. Ee? 04) =i A, B, H B 0 A, A, D i 


Sind A, A, A, die Eden eines 


Verlängerungen in den Punkten B. B. B., wo B, 


Dreiecks und ſchneidet 


eine Gerade die Seiten deſſelben oder deren 


auf A, A, u. ſ w. liegt, fo müſſen, wenn Q,Q, die 


vierten zu A, A, B. und A, B. A, und zwar zu B, und B. dae harmoniſchen Punkte ſind, die 
Proportionen gelten: A, Q, : Q, A. = A, B.: A, B., A, B.: B. A. = A, Q, : A, Q, und daraus ergiebt ſich 
AR A, a N \, .. B. A, A, B,. A. .. A. B.. A. 
3 F A B ˖ͤ Qi 2A 

. e e e B A B: -A-B Wa B, 
Anderſeits ijt nach dem Satze des Menelaus IB Bam — h A. B. SCH Ces B 
F er A.. A, "3 ges i , 2 
Dividirt man die beiden gleichen Werthe, ſo wird E SEH ER = 1, woraus man erkennt, daß die 

ug «+ 4 WR 0 


Punkte Q, DO, 


Behält man dieſelbe Bezeichnung bei, 


nach der Umkehrung des eben citirt en Sates 


auf einer Geraden liegen. 
conſtruirt aber noch zu A, A, D. den vierten zu D zugeordneten 


harmonischen Punkt Q, an nennt den Schnittpunkt der Geraden A, B, mit A, B, P, fo gilt für das 
| AB . A. B,. A, B DS 8 e Ps a 
Dreieck A A A, Ce - Se „ und für das Dreieck A, A, B., welches durch die Transverſale 
> A, B A te A. B, 5 
. BF AB BIE 
Í 0 d t } d EEA 2 E horaus dur Di vis ) Line tta £ — 
A. B, geſchnitten wird, n 1, woro urch Diviſion hervorgeht: AR A, B.- A. P, 1% 
Da nun aber AB:A,B=AQ, A E: ift, weil B, A, Q, A, vier harmoniſche Punkte ſind, ſo reſultirt 
AOLA A BEP, 5 z ; 3 S 2 Cer 
E Ke Ke äe EK? A, Q, P, auf den Seiten des Dreiecks A, A, B, reſpective deren 
A, B, . A. . . A. P. d 


Verlängerungen liegen in einer Geraden. 


vierten harmonischen Punktes zu drei gegebenen. 
e Thatſache als 
anderen harmoniſch getheilt.“ 

überhaupt jede Gerade von vier harmoniſchen Strahlen in vier 
Gehen nämlich die harmoniſchen Strahlen von dem Punkte O aus 


auf, ſo kann man die eben feſtgeſtellt 

ſtändigen Vierecks wird durch die beiden 
Ferner läßt ſich zeigen, daß 

harmoniſchen Punkten geſchnitten wird. 


Hierauf beruht die leicht zu erkennende 


lineare Conſtruction des 
Faßt man A,A, DA, B, B, als ein vollſtändiges Viereck 
den Satz ausſprechen: „Jede Diagonale eines voll- 


und heißen die Schnittpunkte derſelben mit der fie durchſchneidenden Geraden der Reihe nach A, A, B. B, 


jo it: A, A: AU = sin A, 0 A,: sin A, A, O, B. A,: B. O sin B. O A,: sin B. AO. woraus 
A A.. O B sin A. O A. 
Se [ 9 ) AC = sin A, O B. : si 3 Jet == 
E O 5804 folgt. Außerdem ift A, B, : A O = sin A, O B, : sin OB. A, B. B.: B. O 

> , s A Dr. BEN) ieee ; 

sin B. O B, s , B. . e = g 1. Bedenk endlie 
sin B, O B, : sin O B, B, und in Folge deffen - 2.8.4.0, Se Ee B Bedenkt man nun endlich, 


sin A, OB, 
sin sin B, 0 B, 


daß sin A, O A,. 


sin B. OA. 


= 0 fein muß, weil die von O ausgehenden Geraden harmoniſche Strahlen 


1 


aen, z; N. A, B 
find, fo folgt durch Subtraction z = m Ee B D oder A, A. E. A, = A, B. B, B d. h. . A B. B 


ſind vier harmoniſche Punkte. 

Es ſei jetzt ein Viereck mit den Ecken 0 12 3 gegeben, deffen Seiten und Diagonalen reſp. deren 
Verlängerungen von einer er geſchnitten werden mögen und zwar 13 in A, 21 in B., 30 in A,, 
10 in B., 20 in B. und 23 in A.. Dann gilt: 


A, B, sin A, 1 B, A, B., sin A, 2 B, ber W BAA ein A 1 85 

A, 1 ein A. BL A. 2 sin A. B. 2 A, B, - A, 1 sin A. 2 B. 

A,B, sin 4% 0 B, A B, lin A, 1B, der Ae B. A 1 sin A, 0 B,. 

A, sin A,B, 0 I in A B. 1 SS A,B, „A, "rind, DB, 

A,B, _sin A,2B, AB sin A0 0 B, A: B. . A, 0 sin A, 2 B: 
— —0 1 — oder — 5 = 


FS Sin B A 0 sin A, B, AAB A. 2 sin A, 0 B. 
Br: e = A B.. A B. . A, B, sin A, l B, . sin A, 0 B, . sin A, 2 B 
und burg M gie u à 2 — u 
GR X. B. A. B. A B. sin A, 2 B, . sin A, 1 B. . sin A, 0 B, 
Zieht man nun a, 2] A. 1 3, a, 2 A, 0 3 und b. 2 B. 0 1, fo bilden, wie früher gezeigt worden ift, Die 
8 FFF e z 55 sin a, 2 b.. sin A223. 
ſechs von 2 ausgehenden Geraden eine Involution und deshalb iſt A. 2B. e ee 


Weil nun aber sin a 2 B, = sin A, 1 B., sin a 2 b. = sin A, 0 B: „ sin a 2b: = sin A 1 B, und 


; AB. . É ; 
sina,2B = sin A, 0 B, ift, fo folgt endlich 4 ai 0 . . 5 = = 1, woraus man erkennt, daß die Punkte 
4 A,B, 


A, B., A, B., A,B, Punktpaare der Involution find und man hat demnach den Satz: „Jede gerade Linie 
ſchneidet die drei Linienpaare, welche irgend vier Punkte paarweis verbinden, in Punktpaaren der Involution.“ 
Auf dieſem Satze beruht die Löſung der Aufgabe: „Zu fünf auf einer Geraden gegebenen Punkten den 
ſechsten Punkt der Involution zu finden.“ Sind nämlich A,B, A, B. A, gegeben, ſo ziehe EN durch 
A, B. A, drei Gerade, welche ſich in den Punkten 123 ſchneiden, verbinde ferner 3 mit A, und 2 mit B., 
welche Verbindungslinien ſich in 0 ſch Gmeiben, dann ift der Schnittpunkt der Richtung 10 mit der Geraden, 
auf welcher die fünf gegebenen Punkte liegen, der geſuchte Punkt B.. 
Drei Linienpaare, welche eine Involution bilden, werden von einer beliebigen Geraden ſtets in 
Punkten der Involution geſchnitten, denn cooetruirt man zu den gegebenen Geraden das zu ihnen allen 
gleichzeitig harmoniſche Linienpaar, fo ſchneidet dieſes die beliebige Gerade in zwei Punkten, welche harmoniſch 
ſind zu jedem der drei Schnittpunktenpaare und deshalb bilden eben dieſe Punkte eine Inuolution. Ebenſo 
| gilt natürlich auch umgekehrt der Satz: „Hat man drei Punktpaare auf einer Geraden, welche eines Involution 
| bilden und zieht von irgend einem Punkte durch jene Punkte drei Linienpaare, ſo bilden diefe eine £ Involution.“ 


III. 
Von den harmoniſchen Verhältniſſen am & 


* 


reife, 


Durch einen Punkt Q innerhalb eines Kreiſes fei der Durchmeſſer AB S er gezogen, der Abſtand 
des Punktes vom Centrum M werde mit a und der Abſtand > zu AQB zugehörigen, Q zugeordneten 


1 1 ia b 
vierten harmonischen Punktes P von M mit b bezeichnet, dann iſt ; = Ee Ge 6 und daraus 
wi L b, 


EI 


EI 
o 


— 12 — 


findet Dë ri Sa b. Errichtet man aljo in Q auf AB ein Loth, welches die Peripherie in C und D 
ſchneidet, verbindet P mit C und D und zieht die Radien MC und MD, fo folgt aus r' ab, daß 
MOP und MDP rechtwinklige Dreiecke find, d. h. CP und DP Tangenten. Man erhält daher den vierten 
harmoniſchen Punkt P dadurch, daß man in Q auf AB ein Loth errichtet und in den Schnittpunkten deſſelben 
mit der Peripherie Tangenten anlegt, welche ſich in dem vierten harmoniſchen Punkte auf der Verlängerung 
des Durchmeſſers ſchneiden. Das Loth CD heißt die Polare des Punktes P und dieſer ihr Pol. Fällt Q 
mit dem Centrum zuſammen, fo folgt aus r' Sab wegen a 20, b=o d. h. der Pol liegt alsdann in 
unendlicher Entfernung. Liegt @ auf der Peripherie, jo folgt aus r' Sab wegen a Sr auch b=r 
d. h. der Pol liegt in dieſem Falle auf der Polare ſelbſt. 

Zieht man von P aus eine beliebige Secante, welche die Peripherie in den Punkten A, und B, 
ſchneidet, und fällt MM, =m ſenkrecht auf die Secante, fo gilt, wenn Q, der vierte harmoniſche Punkt 
zu PB. A, und zwar der zu P zugeordnete ift, r. Sa, bo, wo M. Sa, M, P =b und r r- m 
ift; man hat daher r' — m = a, Do als Bedingungsgleichung dafür, daß P B. Qr A, vier harmoniſche 
Punkte find. Setzt man für r' den Werth ab, fo wird m' Sab — a, b. und da außerdem auch 
m bh? b,* ift, jo hat man b — b. = ah — a be oder b: b. = b, — a,: b — u und daraus folgt, 
daß Dreieck PM M., Pes it. Da aber das erſte Dreieck ein rechtwinkliges ift, fo muß es auch das 
zweite fein und mithin liegt Q, auf der Polare des Punktes P. Weil nun PA, eine ganz beliebige Secante 
iſt, ſo hat man den Satz: „Jede von einem und demſelben Punkte aus gezogene Secante wird vor der zu 
dieſem Punkte gehörigen Polare harmoniſch getheilt.“ Nennt man ferner je zwei Punkte, deren Verbindungs 
linie den Kreis in zwei zu ihnen harmoniſchen Punkten ſchneidet, harmoniſche Pole, fo kann man den obigen 
Satz auch ſo ausdrücken: „Der geometriſche Ort der zu einem gegebenen Punkte zugehörigen harmoniſchen 
Pole iſt ſeine Polare.“ 

Zieht man anderſeits durch Q eine beliebige Sehne A, B, und beſtimmt auf ihrer Verlängerung 
den zu Q zugehörigen harmoniſchen P 


Pol P, jo gilt, wenn wieder das Loth vom Centrum auf A,B, mit 
MM. = m, M., Qa, und M, I', = b, bezeichnet wird r' m? = a b. und r = a b, woraus fidh wie 
vorher ableiten läßt a: a, = b, — a,: b — a, d. h. Dreieck MQM, it ähnlich QP. P und da das erſte 
ein rechtwinkliges ift, fo ift es auch das zweite. Es liegt alfo der zu Q zugehörige harmoniſche Pol P, 
auf dem Lothe, welches in dem Punkte P auf A B errichtet worden ift, und da A, B, eine beliebige Sehne 
vorſtellt, jo liegen alle harmonischen Pole zu Q auf jenem Lothe, welches deshalb auch die Polare des in 
dem Kreiſe liegenden Punktes Q genannt wird. Man hat nun ohne Weiteres die Sätze: „Harmoniſche 
Pole eines Kreiſes haben die Eigenſchaft, daß die Polare des einen durch den anderen geht.“ „Wenn eine 
à 


Gerade ſich um einen Punkt dreht, jo durchläuft ihr Pol die zu jenem Punkte gehörige Polare.“ „Durch⸗ 


läuft ein Punkt eine Gerade, jo dreht ſich die zu ihm gehörige Polare um den Pol jener Geraden.“ „„Die 
Verbindungslinie irgend zweier Punkte iſt die Polare des Schnittpunktes der zu denſelben gehörigen Polaren.“ 
„Der Durchſchnittspunkt irgend zweier Geraden ift der Pol der Verbindungslinie der zu denſelben ge 
hörenden Pole.“ 

Zwei Gerade, welche harmoniſch ſind zu den von ihrem Schnittpunkt an einen Kreis gelegten 
Tangenten heißen harmoniſche Polaren des Kreiſes. Iſt Q der Pol irgend einer Geraden LN in Bezug 
auf den Kreis M und L. N, eine beliebige durch Q gehende Gerade, welche LN in P ſchneidet, fo find 
LN und L. N, harmoniſche Polaren, denn zieht man von P aus die Tangenten PA und PB, fo muß 
auch die Linie A B als Polare zu P durch Q gehen, da ja die Polaren ſämmtlicher Punkte auf LN durch 
gehen. Schneidet nun die Verlängerung von AB die Gerade LN im Punkte X, jo muß auch die 
Polare von X durch Q' gehen, und da die Polare jede von dem Pol aus gezogene Gerade, die den Kreis 
ſchneidet, harmoniſch theilt, fo find X A AB vier harmonische Punkte und deshalb die vier von P oz, 
gehenden Geraden harmoniſche Strahlen. Da ferner L. N, eine ganz beliebige durch E gehende Gerade ift, 


8 
19 
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ſo hat man den Satz: „Alle zu einer gegebenen Geraden harmoniſche Polaren ſchneiden fiğ in dem Pol 
der Geraden.“ Beachtet man außerdem, daß nicht ſowohl Q der Pol zu LN als auch P der Pol zu 
XA iſt, und bedenkt, daß der Schnittpunkt zweier Geraden der Pol der Verbindungslinie der zu den? 
jelben gehörenden Pole if, fo erkennt man X als den Pol zu L. N, und kann faget: „Harmoniſche Polaren 
haben die Eigenſchaft, daß der Pol der einen auf der anderen l egt.” 
> man von dem Punkte P aus zwei era Secanten in den Kreis, welche die Peripherie in 
A, B, und A, B, ſchneiden, verbindet A, mit B., A, mit B,, A, mit A, und B, mit B, von welchen 
Verbindungslinien ſich die beiden erſten in O, die anderen bei hinreichender Verlängerung in N ſchneiden, 
jo entſteht ein vollſtändiges Sehnenviereck NA, O B, (A, B,) oder N A, O B, (A, B,), je nachdem ſich die 
Verlängerungen von A, A, und B, B, auf der einen oder der anderen Seite ſchneiden. Da nun die Diagonale 
NO die anderen beiden Diagonalen in Punkten Q, und Q, jo ſchneidet, daß dieſelben harmonische Pole 
zu P find, jo it NO die Polare zu P. Mit Hülfe deffen kann man leicht die Tangenten von einem 
Punkte an einen Kreis in linearer Weiſe conſtruiren. 
Zwei Kreiſe M, und M, mit den Radien rs und r, mögen durch dieſelben beiden Punkte P. und 
P, gehen. Die gemeinſchaftliche Secante P. P, ſchneide die Centrale in Q und es ji MQ=c, M. Se,; 
dann läßt "éi leicht zeigen, daß die Tangenten t, = P B, und t. = P B, von irgend einem Punkte P der 
gemeinſchaftlichen Secante an beide Kreiſe gleich lang ſind. Bezeichnet man nämlich noch die Abſtände des 
Punktes P von den Ce entren mit b, und bi, fo ift t. b. — 1 t, b. — x. , b. — % b. pi 
(GM e St — e, und da durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen b, *— r = b, *—r, iſt, 
ſo folgt t,? St, oder t. St.. Man definirt nun die gemeinſchaftliche Secante zweier oder mehrerer ſich 
in denſelben beiden Punkten ſchneidend den Kreiſe als diejenige Gerade, von deren P unkten aus die Tangenten 
an alle Kreiſe gleich lang find. » Eine ſolche gemeinſchaftliche Secante wird däit auch noch vorhanden 
fein, wenn die Kreiſe fih in Wirklichkeit gar nicht, ſondern nur in zwei imaginären Punkten ſchneiden. 
Fallen zunächſt P, und P, zuſammen, d. h. berühren ſich die Kreiſe, fo ift ſofort erſichtlich, daß die Tangente 
im Berührungspunkte die gemeinſchaftliche Secante iſt. Rücken die Kreiſe noch weiter aus einander, ſo 
kann man doch immer einen Punkt gleicher Tangenten für beide leicht finden, indem man eine der gemein- 
ſchaftlichen Tangenten im Punkte P, halbirt. Fällt man von dieſem Punkte auf die Centrale ein Loth 
P. Q, welches dieſelbe in die Abſchnitte e, und c, theilt, fo gilt von jedem Punkte P dieſes Lothes 
bos — e = b, — e, und da wegen Gleiche it der von P, ausgehenden Tangenten P. M. — r =P, M, x.“ 


0 


und außerdem P. M. — c = P. M, — ,? oder rn? e r. — en ift, jo folgt durch Subtraction 
b — r = b. — 1. oder was daſſelbe ift t = t,” und t. t.. Das Loth P,Q ift alfo die gemein- 


ſchaftliche Secante der beiden ſich in zwei imaginären Punkten ſchneidenden Kreiſe und man kann ſagen: 
Ein auf der Centrale err richtetes Loth iſt die gemeinjchejtliche Secante, wenn es die Centrale in zwei ſolche 
Abſchnitte o, und e, theilt, daß . r, — c? oder 19 — r. = % — C,? ift, und ein Punkt P 
liegt auf der geme inſchaftlichen Secante, wenn Wie Entfernungen by und b. von den Centren jo bejchaffen 
ſind, daß iſt b.“ — r. = b — 1. Kë b. — b. 0 — 1. . Es giebt nun aber eine ganze Schaar 
von Kreiſen, welche ſich in denſelben beiden reellen oder imaginären Punkten wie M. und M, ſchneiden, 

h. ſolche für welche die Tangenten von dem beliebigen Punkte P der gemeinſchaftlichen Secante gleich lang 
ſind. Ein beliebiger von dieſen Kreiſen, deſſen Centrum M, natürlich auf der Centrale M, M, liegen muß, 
habe den Radius e dann gilt wegen t. = tsch auch r. — e, r — eo =n?—a?’ und beſtehen um⸗ 
gekehrt für einen Kreis M dieſe letzten Giel hungen, jo gehört er der betreffenden Schaar an und es iſt 
1. n to == ti 

Beſondere Aufmerkſamkeit verdient der zugehörige Kreis M, für welchen r. 0 d. h. e= Ve 15 

it. Die beiden Punkte, welche gefunden werden, wenn man diefe Strecke e, auf beiden Seiten von Q auf 
der Centrale abschneidet, heißen die Grenzpunkte der Kreiſe, welche ſich in denſelben beiden Punkten ſchneiden. 


— f — 


Da nun e — r? ſtets poſitiv iſt für c, >r, und negativ für e. < ry jo folgt: „Eine Schaar oder ein 
Syſtem von Kreiſen, welche durch dieſelben beiden Punkte gehen, hat zwei reelle Grenzpunkte, wenn die 
Schnittpunkte imaginär ſind, und zwei imaginäre Grenzpunkte, wenn die Schnittpunkte reell ſind.“ Man 
findet die Grenzpunkte am einfachſten dadurch, daß man vom Fußpunkte der gemeinſchaftlichen Secante 
an einen der Kreiſe M, oder M, eine Tangente legt und mit derſelben um Q einen Kreis ſchlägt, welcher 
die Centrale in den Grenzpunkten ſchneidet. Dieſer Kreis ſchneidet die Kreiſe M, und M, rechtwinklig, 
zugleich aber auch alle übrigen Kreiſe, die zu dem Syſtem gehören, da die Tangenten von Q aus an alle 
dieſe Kreiſe gleich lang ſind. Nun ſind aber die Tangenten von jedem Punkte P der gemeinſchaftlichen 
Secante an alle Kreiſe des Syſtems gleich lang, folglich wird auch der mit dieſer Tangente um P geſchlagene 
Kreis jeden Kreis rechtwinklig ſchneiden und durch die Grenzpunkte als Kreiſe mit dem Radius Null hindurch— 
gehen. Es giebt alſo ein zweites Syſtem von Kreiſen, welche jeden Kreis des gegebenen Syſtems rechtwinklig 
und ſich ſelbſt in denſelben beiden Punkten, den Grenzpunkten des gegebenen Syſtems, ſchneiden. Von beiden 
Syſtemen kann man ſagen: „Die Grenzpunkte des einen Syſtems ſind die Schnittpunkte des anderen, und 
ſind die Grenzpunkte des einen Syſtems reell, ſo ſind die des anderen imaginär. Die Centrale des einen 
Syſtems iſt die gemeinſchaftliche Secante des andern.“ 

Conſtruirt man zu dem beliebigen Punkte P der gemeinſchaftlichen Secante der Kreiſe M, und M, 
die Polaren, welche Sehnen 2 8s und 2s, mit den Kreijen bilden, jo ſchneiden ſich diefe Polaren in einem 
Punkte auf der gemeinſchaftlichen Secante, denn es ift: eh'. Ser — . , a, r. — S., 10 — 8 Dag, 
(b. — ag) = t. SA t.: — S. = (b. — u, ). 

Addirt man dieſe Gleichungen, jo erhält man: e, a, °- (b — a,): See gag ＋ (b. — a,) 
d. h. die drei Senkrechten auf den Seiten des Dreiecks M. Pa AL, nämlich die Polaren und die gemein: 
ſchaftliche Secante ſchneiden fi) in einem Punkte. Setzt man einen beliebigen Kreis M, aus der Schaar 
der in denſelben beiden Punkten ſich ſchneidenden Kreiſe an die Stelle von M., was dadurch geſchieht, daß 
man den Index 1 mit 2 vertauſcht, jo ift auch e, a, ＋ (bi al = e a, ＋ (b. — a,) und daraus 
folgt, daß die Polaren von M, und M, ſich ebenfalls mit der gemeinſchaftlichen Secante in einem Punkte 
ſchneiden, d. h. die drei Polaren der Kreiſe M, = M, ſchneiden fih in einem und demſelben Punkte auf 
der gemeinſchaftlichen Secante, und ſomit gehen, da M, ein ganz beliebiger Kreis des Syſtems iſt, auch die 
Polaren aller übrigen Kreiſe durch denſelben Punkt. 

Es ſeien wiederum M, und M, zwei in zwei Punkten ſich ſchneidende Kreiſe und M, ein beliebiger 
durch dieſelben beiden Punkte gehender dritter Kreis, deſſen Centrum auf derſelben Seite der gemeinſchaftlichen 
Secante liegen möge wie M., während das Centrum von M, auf der anderen Seite befindlich fein foll. 
Man conſtruire alsdann zu einem ganz beliebigen Punkte IL in den Kreijen M, und M, die Polaren, 
welche hinreichend verlängert . in X ſchneiden Sollen: fälle II G L MM, XFM, M., XE, LM, 
nenne M. I= b; M, E, o und behalte im übrigen die eingeführte Bezeichnung bei, jo gilt für das 
Dreieck M. II M. a? Gb. — a,) ＋ F M, S (b. — ag) Ha ＋ F M.. Bedenkt man nun, daß 
F M. = F M, - M, M, it, ſo wird b, Eë 2 b. a, K 2 F M, . M., M, +M, M. = b. — 2b, a, und 
da außerdem b. a, ni und b? = b, °- M, M,’ +2 MM. M, G gejeßt werden kann, ſo findet ſich: 
KF M.. M, M, x, = ＋ M, M, . M. G — b, as, b % =M, M, (M. G — F M.) r., 
boa, M M, M tz E Ji+n’ ben z. M,, QG F000 e) (ee) r, , 
oder da c, c =r? — 7% iſt, b. a, = + M, M, (QG — FQ) +r,’ 

Legt man ferner von M. und M, Tangenten T, und T, an den Halbkreis, welchen man über 
XII Schlagen kann, jo it T. =a b. und J. Sa, b.. Da aber auch r. a, b. und r. Sa, b. 
iſt, jo folgt T. Sr, und T, Sr.. Errichtet man auf dieſen Tangenten in ihren Berührungspunkten Lothe, 


welche alſo gleichzeitig T Tangenten an die Kreiſe M, und M, werden müſſen, jo gehen dieſelben durch den 
Mittelpunkt des Halbkreiſes, und da ſie als Radien dieſes Halbtreiſes gleich lang ſind, ſo muß unbedingt 
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das Centrum P des Halbkreiſes auf der gemeinſchaftlichen Secante liegen. Es ift deshalb XK P = P M 
und FQ=QG woraus ſich endlich findet b. a, Sr, d. h. das Loth X E, ift die Polare des Punktes 
II für den Kreis Me, und da M, ein beliebiger Kreis aus dem Syſtem der in denſelben beiden Punkten 
ſich ſchneidenden Kreiſe iſt, ſo hat man den Satz: „Die Polaren eines Punktes in einem Syſtem von in 
zwei Punkten ſich ſchneidenden Kreiſen gehen ſämmtlich durch einen Punkt, welcher von der gemeinſchaftlichen 
Secante ebenſoweit entfernt ift, als jener Punkt ſelbſt.“ Liegt alfo II auf der gemeinſchaftlichen Secante, 
jo muß auch der Schnittpunkt X auf derſelben liegen, wie ſchon vorher erkannt wurde. Da ferner X auf 
jeder der zu Il gehörigen Polaren aller Kreiſe des Syſtems liegt und die Polare der geometriſche Ort aller 
der zu einem gegebenen Punkte harmoniſchen Pole iſt, ſo folgt, daß X harmoniſcher Pol zu II in jedem 
Kreiſe des Syſtems fein muß. Liegen alfo X und II fo, daß XII ſämmtliche Kreiſe des Syſtems ſchneidet, 
jo geſchieht dies in Punkten, welche zu X und II harmonisch find. Greift man drei Kreiſe des Syſtems 
heraus, jo werden dieſelben von XII in Punkten der Involution geſchnitten, und da I ein ganz beliebiger 
Punkt iſt und deshalb XII alle möglichen Lagen haben kann, ſo hat man den Satz: „Drei Kreiſe, welche 
ſich in denſelben beiden Punkten ſchneiden, werden von jeder beliebigen Geraden in Punktpaaren der In⸗ 
volution geſchnitten.“ 


e IV. 
Von den Jennlichkeitspunkten und Jehnlichkeitsſtrahlen. 
p 


Zieht man in zwei gegebenen Kreijen M, und M, irgend zwei Parallele und gleichgerichtete Radien, 
ſo ſchneidet die Verbindungslinie der Endpunkte derſelben die Verlängerung der Centrale ſtets in einem und 
demſelben Punkte A, denn es ift für z. B. r, >r, MA:MA=r:r, MA+MA:MA—MA= 


y od N „ M,N 
„ rd Ek EE Ee E 


10 — T; I, — T. 
ſelben Werth beibehält, wie man auch die parallelen Radien ziehen mag, die Richtigkeit der Behauptung 
folgt. Durch den Punkt A gehen auch die beiden äußeren Tangenten, da die nach den Berührungspunkten 
gezogenen Radien gleich gerichtet und parallel ſind; er wird der äußere Aehnlichkeitspunkt beider Kreiſe 
genannt. Zieht man aber zwei parallele und entgegengeſetzte Radien, ſo ſchneidet die Verbindungslinie der 
Endpunkte derſelben die Centrale ſtets in einem und demſelben Punkte J zwiſchen beiden Kreiſen, denn es 
it: MI:MI=r:r, M. I＋ M. I: M, I- M. I r. Tr.: 1. — r., M, I — M, M. — M. I = 
(10 — x.) M. M. s ro M, M, dE eeh Wa G 7 
. —— e und M. I= , woraus die Richtigkeit der Behauptung erſichtlich ift. Der Punkt I, 
15 +T, ro Tr. 

welcher gleichzeitig der Schnittpunkt der inneren Tangenten iſt, heißt der innere Aehnlichkeitspunkt. 

Aus M. A: M. Are: r und M, I: M. I Sr.: r: folgt M, A: M. A M, I: M. I und deshalb 
hat man den Satz: „Die Centra und die Aehnlichkeitspunkte zweier Kreiſe ſind vier harmoniſche Punkte.“ 

Schlägt man über AI als Durchmeſſer einen Kreis, jo bilden die von jedem Punkte dieſer Kreis- 
peripherie an jeden der beiden gegebenen Kreiſe gelegten Tangentenpaare gleiche Winkel. Sind nämlich 
XB, XC, und XB, XO, die Tangenten von dem beliebigen Punkte X jener Kreisperipherie, jo find 
XA XM, XI XM, vier harmoniſche Strahlen und wegen AX 1 = 90° folgt Winkel M. XI MY St: 
nach dem bekannten Satze von der Winkelhalbirungslinie eines Dreiecks ift demnach X M, : X M, = 
M, I: M, I r. r. =M, B.: M, B, und deshalb ift Dreieck M. X B. Y M. XB, d. h. Winkel 
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M, X B. = M. XB, und C. X B. S C, X B.. Man hat alfo den Satz: „Der geometriſche Ort aller 
der Punkte, von welchen aus zwei gegebene Kreiſe unter gleichen Winkeln geſehen werden, iſt ein Kreis, der 
den Abſtand beider Aehnlichkeitspunkte zum Durchmeſſer hat.“ 

Zieht man durch einen der Aehnlichkeitspunkte eine beliebige Gerade, Aehnlichkeitsſtrahl genannt, 
und von den Centren zwei beliebige parallele Gerade bis zum Schnitt mit ihr, ſo verhalten ſich dieſe 
Parallelen immer wie M. A: M, A oder M. I: M. I d. h. wie r,:r, und find umgekehrt von den Centren 
zweier Kreiſe zwei parallele gleich oder entgegengeſezte Gerade gezogen, welche ſich wie die Radien verhalten, 
ſo geht die Verbindungslinie der Endpunkte der Parallelen im erſten Falle durch den äußeren, im zweiten 
durch den inneren Aehnlichkeitspunkt. 

Sind drei Kreiſe M, M. M, gegeben und man conſtruirt zu M, und M., M, und M, die ge 
meinſchaftlichen Secanten, welche ſich in O ſchneiden, ſo wird, wenn die Tangenten von O an die drei 
Kreiſe mit tot, t, bezeichnet werden, t. St, und t. t, d. h. auch t, =t, fein, woraus man erkennt, 
daß O auch ein Punkt der gemeinſchaftlichen Secante von M, und M, ift, und man hat daher den Satz: 

Die gemeinſchaftlichen Secanten dreier Kreiſe ſchneiden ſich in einem Punkte.“ Man hätte dieſen Satz auch 
in folgender Weiſe begründen können. Die durch die gemeinſchaftlichen Secanten erzeugten Centralabſchnitte 
feien auf M. M, ce, und C, auf M, M, b, und b., auf M, M, a, und a,; dann gelten die Gleichungen 
4 = = — SE a, — a, = T. — T. „ bo — b, Ne ? — r., woraus durch Addition folgt 
c. — c Ta, — a H be Ee 0 oder e. ＋ a. are Lass oHa E b," welche Gleichung die 
Richtigkeit des Ee ebe. Ce man um den Schnittpunkt der drei gemeinſchaftlichen Secanten 
mit der für alle drei Kreiſe gleich langen Tangente einen Kreis, ſo wird durch denſelben jeder Kreis recht— 
winklig geſchnitten; man nennt ihn deshalb den Orthogonalkreis und feinen Mittelpunkt den Orthogonalpunkt. 
Die drei gegebenen Kreiſe ſind aber nicht die einzigen, welche von dem Orthogonalkreiſe rechtwinklig geſchnitten 
werden, denn es ſind die Tangenten von O aus auch gleich an alle Kreiſe der Syſteme von Kreiſen, welche 
ſich in denſelben beiden reellen oder imaginären Punkten wie M, und M., M, und M., M, und M, 
ſchneiden. Der Orthogonalkreis geht natürlich auch durch die ſechs Grenzpunkte der drei Kreisſyſteme. 
Liegen die Centra der gegebenen Kreiſe in einer Geraden, ſo werden die gemeinſchaftlichen Secanten parallel, 
der Orthogonalpunkt liegt ſomit in unendlicher Entfernung und die Peripherie des Orthogonalkreiſes fällt 
mit der Richtung der Centrale zuſammen. 

Conſtruirt ër ferner zu den drei Streifen die äußeren Aehnlichkeitspunkte A, zu M, und Ma, 
A, zu M, und M., A, zu M, und M,, zieht durch A, und A, eine Gerade und legt von den Centren 
bis zum Schnitt mit derſelben die drei Parallelen M. B., M, B., M. B. ‚do M h N B.. 
M, Bo: M. B. ro: r. und deshalb auch M. B, : M. B. ro: r, d. h. A A, geht durch A,. Man hat 
alſo den Satz: „Die drei äußeren Aehnlichkeitspunkte liegen auf einer Geraden.“ 

Conſtruirt man ferner die inneren Aehnlichkeitspunkte I, zu M, und N., I, zu M, und M,, 
I. zu M, und M, und zieht durch irgend einen äußeren Aehnlichkeitspunkt, vielleicht durch A,, und einen 
der beiden nicht z geen innern I, eine Gerade, fo gilt, wenn man von den Centren bis zu derſelben 
die Parallelen M,C,, M. C,, M,C, zielt, von denen die erſte entgegengeſetzt den beiden anderen ift: 
E Reie a G= 15 Er M. 055 :M 0. = „: 1. und deshalb muß auch M. C.: M, C. =r,:r, ſein, 
woraus man ſchließt, daß die Gerade A JI, durch I, gehen muß. Ebenſo liegen J. A, I. und TA, auf 
einer Geraden. Man nennt diefe drei Geraden, ſowie auch A, A, A, die Aehnlichkeitsaxen der drei Kreiſe 
und zwar die letzte die äußere Aehnlichkeitsaxe. 

Es foll jetzt der Abſtand des Orthogonalpunktes von der äußeren Aehnlichkeitsaxe ermittelt werden. 
Man fälle zu dieſem Zwecke auf dieſelbe von den Punkten M. M, M. O die Lothe mam, m, n, welche vom 
Punkt A, aus gerechnet auf derſelben die Abſchnitte nana v bilden Bal: Dann gelten die Gleichungen 
M, Op ＋ m’ = (u — m) + (— DAS, O Sp ＋ . = (E — m,) - — m,), 
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M, O° = p° + r,’ = (u — m) + (v —n,)’, wenn p den Radius des Orthogonalkreiſes bedeutet. Durch 


Subtraction findet ſich: r, — r, = — 2h (m. — m,) ＋ m. — m. — 2 (n, — n,) ＋ n — n. 
ro — r = — 2h (me —m)+m’— mes — 2 (h — n,) +n — m,? oder wenn man der Kürze 
wegen fegt no — m. nef — n, — 1, ET. H u und m. — m. ＋ , D — 1 T. = Ab, 
a. = h (m. — m,) +” (n, — n, ) er b? = y (m, m,) (no — m.). Aus der erſten dieſer beiden letzten 
en — 8 a*— y (n, —n e Gë 2 ei - d t 
Gleichungen findet ſich u = — — er d und durch Subſtitution dieſes Werthes in die zweite 
Da 

mae - m 
b’=———fa—v(n,—n v (m, nm,). 

ee: (u. — n.) v (u — n-) 


Hieraus berechnet fih v Ce 5 m - Zu -im (l. — ER 3 durch Vertauſchung 
von jedem m unden in das mit dem gleichen Index behaftete n und m, wobei a' und b° fih nicht ändern, 
5 bm h e eee . Sei ferner M der Mittelpunkt des Kreises, welcher 
(mo — m, 5. — n.) — (m. — m 1) (0% —n,) 
die drei gegebenen von außen berührt, m das Loth von M auf die äußere Aehnlichkeitsaxe und n der Mb- 
ſtand des Fußpunktes dieſes Bothes von A., jo müſſen die Gleichungen beſtehen: (r.) (m —m, -n —n,)?, 
(r r.) (m — m.) n - n,), (r+r,)’= (m - m,)’+(n—n,)’, in denen r mn als un 
bekannte Größen Ce find. Durch Subtraction und mit Anwendung der oben gebrauchten Abkürzung 
findet ſich a’ — (r r.) m (m- m,) 0 =· n,), b’—r (r, —r,) =m (mo- ma) n(n,—n,). 


a’— 1 (r. — 1.) — nm, — n 
( = — ı) und durch Sub- 
m, — M, 


Aus der erſten dieſer Gleichungen berechnet fih m = 
ſtitution dieſes Werthes geht die zweite über in: 
2 Ma — m, 
b — rm — 1.) = z EN [a’-- rn — 1.) — n (n — m,) + n (n, — n,). 
Ss = e Db. (m. — m,) — x (ro- 1.) (m. — m,) — a' (m. - m (.- r, ) (m, - m 
Hieraus erhält man n = EI Sea Ye Au dl ® 1) m, aeir =r) e 
d f (n,—:n,) (m, — m, )— (n, — m,) (m, — m,) 
und durch Vertauſchung von jedem mit einem Index behafteten n und m 
b? (n, n,) — EEE D — n- . he DB) 


EE 
(m, —m,) (n, — n.) — (m, — m,) (h — n.) 

Bedenkt man nun, daß die Lothe auf die äußere Aehnlichkeitsaxe parallel oc jo verhält ſich: 
r / a mo A 
` ap te Cen 8 x P 
und deshalb ut m, — m, =: ° (m, — r,) und m, — m, == (7% — 1.), wodurch E der für n ges 

0 0 
b (m, — m,) — a’ Ye me) - 
fundene Werth reducirt auf n = —— ( ) 0 ——, Man erkennt hieraus, 
(u, — EC „) (m, — — m WE (n, - —n, ) (m, — m,) 


daß der Mittelpunkt des geſuchten Kreiſes auf dem Lothe liegen muß, welches vom Orthogonalpunkt auf die 
äußere Aehnlichkeitsaxe gefällt iſt. 

Hätte man ſich die Aufgabe geſtellt, den geſuchten Kreis durch die drei gegebenen von Innen be— 
rühren zu laſſen, ſo würde man von den Gleichungen 
(r r.) = (m- DD, ＋ (n - %), (r,)? (m- m,) (n- n,)“, (r—r,)’=(m—m,)’+(n —n,)? 


ausgehen müſſen. Dieſe unterſcheiden ſich aber von den vorigen nur durch die entgegengeſetzten Vorzeichen 


von T, 1, r. und es wird deshalb das dieſem neuen Kreiſe zugehörige n fih aus dem obigen ohne Rechnung 
durch Vertauſchung der poſitiven Vorzeichen von r,r, r, mit den negativen ergeben. Da n nun aber kein 
r in der erſten, ſondern nur in der zweiten Potenz enthält, ſo ändert es ſich gar nicht, und man erkennt 
daraus, daß der Mittelpunkt dieſes Kreiſes ebenfalls auf dem vom Orthogonalpunkt auf die äußere Aehnlich— 
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keitsaxe gefällten Lothe liegen muß. Außer dieſen beiden Berührungen ſind noch andere moͤglich; es können 
nämlich je zwei von den drei Kreiſen von dem geſuchten eingeſchloſſen, der dritte ausgeſchloſſen, oder je zwei 
ausgeſchloſſen und der dritte umſchloſſen werden, was ſechs neue Fälle giebt. Durch eine ganz analoge 
Rechnung findet man aber leicht, wenn man die drei anderen Aehnlichkeitsaxen an die Stelle der äußeren 
treten läßt, daß die Centren je zweier der in Frage ſtehenden Kreiſe auf einer und derſelben Geraden liegen, 
welche ſenkrecht vom Orthogonalpunkt auf die betreffende Aehnlichkeitsaxe gefällt iſt. — Um den Mittelpunkt 
M und den Radius r zu beſtimmen könnte man den gefundenen Werth für n in zwei der Gleichungen, 
von denen man ausging, einſetzen und m under berechnen. Man wählt aber beſſer einen anderen von 
Steiner angegebenen Weg. Denkt man ſich nämlich von O durch den noch unbekannten Berührungspunkt 
B der Kreiſe M, und M bis zum Schnittpunkt S mit m, eine Gerade gezogen, fo ift das Dreieck OMB 
M. BS und deshalb gilt, wenn M, 8 z geſetzt wird, die Proportion u —m: r z: r, woraus ſich 

N To findet. Anderſeits hat man aus a — r (r, — x.) =m (m, - m,) -+ n (0, — nm,) 


5 = = aM) und durch Gleichſetzung beider Werthe von r 
0 2 
(u m) r. (r — 1.) = z [a — n (n, — n,) ] — z m (m, — m,). 
Subſtituirt man in diefe Gleichung den für n gefundenen Werth und bringt a“ gleichzeitig auf 
denſelben Nenner, ſo ergiebt ſich 
. ene men 
F | (n, — n.) (m, — m.) — (n. — n,) (m — m,) 


. Ar b. (u. — u.) — f. (n, — n,) 
(e m) r, (r. — r.) = (m, — m,) z 05 ERT CERN ai= z m (m- m)). 


2] — 2 m (m —m,) 


Bedenkt man nun, daß der in der eckigen Klammer ſtehende Werth gleich a und daß r. r. n (m—m,) 


ift, jo hat man in — m) r. = m, u z me m z und (u m) (r — m, z) = 0, woraus man, da u — m 
im Allgemeinen nicht gleich Null fein wird, ſchließen muß r, =m, z, d. h. S ift der Pol der äußeren Aehn⸗ 
lichkeitsaxe in dem Kreiſe M,. Man hat alfo um die vorliegende Aufgabe zu löſen vom Orthogonalpunkt 
auf die äußere Aehnlichkeitsaxe ein Loth zu fällen und den Orthogonalpunkt mit dem zu jener Axe in einem 
der Kreiſe, hier in M., gehörigen Pol zu verbinden. Dieſe Verbindungslinie ſchneidet die Peripherie des 
Kreiſes M, im Berührungspunkte B des geſuchten Kreiſes. Zieht man M. B und verlängert es bis zum 
Schnittpunkt M mit dem auf die Axe gefällten Lothe, jo ift M das Centrum und MB der Radius des 
geſuchten Kreiſes. 

Leicht läßt ſich nun ſchließlich auch noch zeigen, daß auf jenem vom Orthogonalpunkt auf die äußere 
Aehnlichkeitsaxe gefällten Lothe überhaupt die Mittelpunkte aller der Kreiſe liegen, welche die drei gegebenen 
unter gleichen Winkeln ſchneiden. Jit nämlich M jetzt das Centrum des Kreiſes, welcher die gegebenen unter 
dem beliebigen Winkel a ſchneidet, jo gelten die Gleichungen r', ZT T. cosa=(m— me) n - %), 
rr. ＋ 2 rr. cos = (m - m) ＋ (n — n,)“, r' 7. ＋ 2 rr. cos = (m - m,) ＋ (n De, 
aus welchen ſich ganz ebenſo wie vorher findet 
b? (m, — m.) — r cos (r, — r,) (m, m.) — a’ (m, — m,) eos a (r, — pl (m, D. 

(n, — n.) (m, — mi) — (n, — n,) (m, -— m.) 
und da auch hier aus demſelben Grunde wie oben die mit r behafteten Glieder fortfailen 
b (m, — mj) — a? (m. m) 


n = 


1 


. — nm. —m)— xn DU e 
wodurch die Richtigkeit der Behauptung documentirt iſt. Ferner würde man finden 
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be (n — n,) — x cos 4 (1 — T,) (n — n,) — a (n. — n,) Tr cos a (r 1.) (9 n,) 


= 
(m, — m,) (n, —n)— (m, —m)(m, —u,) f 
Bez: e ER: — r.) (u — n E ng — n,) 
was fih umformen läßt in m = u — r cos D KN ZB (X = \ , oder da 
* m,) en n,) — (m, — in)) (n, — n.) 
Fr = 1 EN : 
r, — r, = — (m, — m,) und r, — r, = — (m, — m,) ift, m = u - TT, cosa. Somit geht die 
= m, Br To, 1 g WW 


1 
zur Beſtimmung von r dienende Gleichung über in r?—+r’—+Arr, cosa= (u — — rr cosa - me) n -=- n)? 


D 


z > 2 . 1 z AN _ x, Cosa e E e R 
und daraus ergiebt ſich sl 1 — rx, cos dk 2r = = (Į m) + (n — DË — r? 
| um? n 
m. Ty H COS a m, m EC z 
r= — —, - `- -E . Um, u- n,) (m. COSA TEU T, ?cosa?, 
m. r? cosa? m, E? cos [ + o Iren 


m, ift ſtets größer als 1, weil die äußere Aehnlichkeitsaxe keinen der drei Kreiſe ët. m,” — x, cos oi 
hat alfo einen pofitiven Werth, und da r für jeden Winkel a eine pofitive Größe fein muß, jo hat man 
nur das poſitive Vorzeichen vor der Wurzel zu "ee, Nimmt man Arab jo wird 
m T, u. m 
FFT 7 I Veen) Ren) e W 1.3 
nen Ye e eee 
der Radius des die er gegebenen Kreiſe von außen berührenden Kreiſes. Nimmt man aber a = 180, 
F > m. x, m, 
ſo wird r= —- ! er 


mi 7, me 


die drei gegebenen Kreiſe von innen berührenden Kreiſes. Setzt man a = UU, jo erhält man den Radius 


des Orthogonalkreiſes p = V (u — m.) F (n — n)? — 76, den man in dieſer Form auch direct aus der 
erſten der drei zur Beſtimmung von p dienenden Gleichungen entnehmen kann. Durch Subſtitution dieſes 
Werthes p vereinfacht ſich der eben gefundene Werth von r noch in 

m, d - GE 
r = — — ke m’—r’ cos a wr cos 4 — r u cosu 
m. 1. cosg? [ % ( 0 0 8 ) + V H 5 0 ] 

und die Radien der beiden Berührungskreiſe gehen über in 
m 


r= Vp m. YE. Frl. 


Ve — my n ny — r] (m = T her, der Radius des 


Schu luachrichten 


ron Oſtern 1877 bis Oſtern 1878. 


1. Chronik der Anſtalt. 


Der Unterricht wurde im verfloſſenen Schuljahr nach dem früher hier mitgetheilten Lehrplan ohne 
beſondere Unterbrechung zu Ende geführt. Nur der techniſche Lehrer Schulz, welcher im Sommer durch 
eine Badereiſe nach Ems im Anfang ſeine erſchütterte Geſundheit gekräftigt zu haben ſchien, wurde den 
größten Theil des Winterhalbjahrs durch andauernde Krankheit an der Ertheilung ſeiner Lehrſtunden 
verhindert. Unter den Schülern erkrankten viele, namentlich in den beiden Vorſchulklaſſen, in Folge der hier 
aufgetretenen Maſernepidemie, die meiſten während der Weihnachtsferien, an den Maſern, deren Verlauf 
jedoch meiſt gutartig und nicht von langer Dauer war. Dagegen haben wir an der Halsbräune, ebenſo 
in den Weihnachtsferien, einen lieben, fleißigen Schüler der erſten Vorſchul⸗Klaſſe, Paul Schroeder, 
verloren, der durch ſein ſtilles, frommes Weſen uns bisher nur Freude gemacht hatte. Er iſt im Glauben 
an ſeinen Erlöſer ſanft und ſeelig entſchlafen. Im Uebrigen war der Geſundheitszuſtand meiſt befriedigend. 
— Das Lehrercollegium beſtand wie im letzten Schuljahr aus: 1. Director Dr. Zinzow, 2. Prorector 
Dr. Kalmus, 3. Oberlehrer Dr. Blaſendorff, 4. Oberlehrer Dr. Vetter, ferner aus den ordentlichen 
Lehrern 5. Dr. Janke, 6. Kobert, 7. Balde, 8. Dr. Buchholz, 9. Dr. Schmidt, 10. Dr. Graßmann, 
11. dem techniſchen Lehrer Schulz, 12. u. 13. den Lehrern der Vorſchule Meyer und Schwantz. 
Letzterer hat nunmehr, nachdem er auf der Centralturnanſtalt zu Berlin ausgebildet, die Berechtigung zur 
Ertheilung des Turnunterrichts an den höheren Anſtalten erhalten, die ſelbſtändige Leitung des Turn⸗ 
unterrichts der ganzen Anſtalt im Sommer und der beiden oberen Klaſſen auch im Winter mit Eifer und 
Geſchick übernommen. 

Unter Beobachtung der geſetzlichen Ferien fand die Eröffnung des Sommer- und Winterhalbjahrs 
in gewohnter Weiſe ſtatt und war beidemal am nächſtfolgenden Sonntag mit der gemeinſchaftlichen Abend- 
mahlsfeier der Lehrer mit ihren Familien und der confirmirten Schüler verbunden. 

Das Ottofeſt wurde am 15. Juni, wie früher durch einen Redeactus und am Nachmittag des 
folgenden Tages durch eine gemeinſchaftliche Waldfahrt gefeiert; die Schulfeier des Sedanfeſtes wurde in 
dieſem Jahr auf Sonnabend den 1. September verlegt. 

Die mündliche Abiturientenprüfung fand diesmal nur im Sommerhalbjahr und zwar unter dem 
Vorſitz des Königlichen Commiſſarius, Herrn Geh. Regierungsraths Dr. Wehrmann, am 26. September 1877 
ſtatt. Alle 6 Abiturienten erhielten das Zeugniß der Reife. 

1. Thomas Immanuel Heyn, geb. zu Cantrek bei Naugard den 1. Mai 1859, 18 Jahr alt, 
ev. Confeſſion, Sohn des Herrn Paſtors Heyn zu Brietzig, ſeit Oſtern 1873 von O. Tertia an 
4% Jahr auf dem Gymnaſium, 2 Jahr in Prima; er will Theologie und Philologie ſtudiren; 

Wilhelm Bernh. Immanuel Jordan, geb. zu Ueckermünde am 26. März 1860, 17 Jahr 
alt, ev. Confeſſion, Sohn des Herrn Paſtors Jordan zu Mellentin, feit Michaelis 1869 von 
Serta an 8 Jahr auf dem Gymnaſium, 2 Jahr in Prima; er will fih dem Militairdienſt 
widmen; 
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3. Karl Wellmer, geb. zu Briegig am 21. Nov. 1856, 20 Jahr alt, ev. Confeſſion, Sohn des 
Lehrers Herrn Welmer zu Brietzig, feit Oſtern 1873 von O. Tertia an 4½ Jahr auf dem 
Gymnaſium, 2 Jahr in Prima; er will Theologie ſtudiren; 

4. Georg Paul Boguslav Heyn, geb. zu Cantrek den 12. Januar 1858, 19 Jahr alt, ev. 
Confeſſion, Sohn des Herrn Paſtors Heyn zu Brietzig, ſeit Oſtern 1875 von O. Tertia an 
4½ Jahr auf dem Gymnaſium, 2 Jahr in Prima; er will Theologie ſtudiren; 

5. Robert Karl Alexander Seeliger, geb. zu Altſtadt Pyritz am 21. Nov. 1859, 17 Jahr 
alt, ev. Confeſſion, Sohn des Herrn Paſtors Seeliger zu Streſow bei Schönfließ, ſeit Michaelis 1871 
von U. Tertia an 6 Jahr auf dem Gymnaſium, 2 Jahr in Prima; er will Theologie ſtudiren; 

6. Ernſt Julius Freuer, geb. zu Rackitt am 17. Januar 1877, 20 Jahr alt, ev. Confeſſion, 
Sohn des Ackerwirths Herrn Freuer zu Rackitt, feit Michaelis 1866 von Serta an 11 Jahr 
auf dem Gymnaſium, 2¼ Jahr in Prima; er will Mediein ſtudiren; 

Dazu wurde als Extraneer geprüft Emil Hermann Auguſt Struck, geb. zu Gollnow den 
23. Februar 1857, ev. Confeſſion, Sohn des zu Gollnow verſtorbenen Ackerbürgers Struck, der 
nach ſeinem Abgang von der Friedrich-Wilhelmsſchule zu Stettin, 2 Jahr Geſchichte auf der 
Univerſität in Berlin ſtudirt hatte. Er erhielt ebenſo das Zeugniß der Reife. 

Die Prüfungsaufgaben waren 1. im Deutſchen: Darf der Erfolg der Richter unſerer Thaten 
fein? 2. Im Lateiniſchen: Quemadmodum Demosthenes de patria bene meritus sit. 3. In der 
Mathematik: Ein Viereck zu conſtruiren aus ſeinen beiden Diagonalen, zwei gegenüberliegenden Winkeln 
und dem Verhältniß zweier Seiten, welche einen der beiden gegebenen Winkel umſchließen. 2. Kehre ich die 
Ziffern einer gewiſſen zweiziffrigen Zahl um und multiplicire die neue Zahl mit der erſten, ſo erhalte ich 
1729; dividire ich aber mit der neuen Zahl in die erſte, jo erhalte ich zum Quotienten 4 und zum Reſt 15. 
Wie heißt die Zahl? 3. Die Höhe eines Thurmes beträgt 50 M. und ſeine Entfernung von dem Ufer 
eines Stromes 120 M.; wie groß iſt die Breite deſſelben, wenn er von der Spitze des Thurmes betrachtet 
unter einem Winkel von 17½23/50“ erſcheint? 4. Eine Kugel, deren Radius gleich 12 M. ift, wird von 
einer Ebene jo geſchnitten, daß die beiden dadurch entſtehenden Kugelkappen ſich wie 1:3 verhalten. Wie 
groß ſind die dazu gehörigen Kugelſegmente? — Außerdem wurden von einem Abiturienten noch zwei 
ſchwierigere Extraaufgaben behandelt. 

Die Literatura discipulorum gymnasii wurde in dieſem Jahre vermehrt durch mehrere Zus 
ſendungen der Herrn Prof. Dr. Hirſchfeld und Dr. C. Wendeler. Wir heben unter erſteren beſonders 
einen Vortrag über die Ausgrabungen zu Olympia, unter letzteren: Studien über Hans Roſenplüt 1873; 
Zu Fiſcharts Bildergedichten; Zur Kenntniß von J. J. Rabe's 1877; Liebesabenteuer eines Zürichers vom 
Glückhaften Schiff auf dem Freiſchießen zu Straßburg im J. 1876, Novelle v. Uſteri. Halle 1877; Die 
Flöhhaz von J. Fiſchart. Halle 1877 hervor. 


2. Lehrmittel der Schule. 


1. Die Programmenſammlung unter Leitung des Pror. Dr. Kalmus wurde auch in dieſem 
Jahre wie früher dadurch nutzbar gemacht, daß die neueingegangenen Programme nicht nur nach den 
Städten geordnet und nach den Abhandlungsgegenſtänden katalogiſirt wurden, ſondern auch wöchentlich bei 
den Lehrern der Anſtalt in Leſemappen circulirten. 

2. Die Lehrerbibliothek unter Aufſicht des Unterz. wurde theils durch Geſchenke, theils durch 
neue Erwerbungen ergänzt und erweitert. Unter den Geſchenken heben wir hervor den Abſchluß des vor— 
züglichen Werks über das evang. Kirchenljed von Ph. Wackernagel und die Fortſetzung von Birlingers 
Alemannia vom Kgl. Miniſterium; die Fortſetzung des pommerſchen Landbuchs von Berghaus vom Kgl. 
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Marienſtift in Stettin, und die Fortſetzung der Baltiſchen Studien vom Herrn Juſtizrath Scheel, früher 
zu Pyritz, jetzt zu Görlitz; dazu die Zeitſchrift für Gymnaſialweſen pr. 1877 von der Weidmann'ſchen Budh- 
handlung. Von den neu angeſchafften Büchern erwähnen wir außer den Fortſetzungen von Dächſel, J. Grimm, 
Lübben, Ranke, Leutemann, Burſian, Stiehl: Riehm Bibliſches Handwörterbuch; Kiepert Lehrbuch der 
alten Geographie; La Roche Homers Ilias; W. Grimm Deutſche Heldenſage; J. Grimm Abhandlungen 
zur Mythologie und Sittenlehre; Schroeder St. Brandan; Scheffel Waltharius; v. d. Hagen 
Geſammtabenteuer; Holtzmann Der große Wolfdieterich; Rückert König Rother; Bartſch Herzog Ernſt; 
Diemer Kaiſerchronik; Wißmann Lamprechts Alexander; Liebrecht Gervaſius v. Tilbury; Closs 
Jordanes de gestis Gothorum; Reinthal Kalawipoeg; v. Raumer Geſchichte der Deutſchen Philologie; 
v. Hahn Sagwiſſenſchaftliche Studien; Nyerup og Rahbeck Udvalgte Danske Viser fra Middel- 
alderen; Perey Reliques of ancient poetry; ten Brinek Geſchichte der engliſchen Literatur; 
Prümers Urkundenbuch von Pommern; Senft Geognoſie; Hohn Kulturpflanzen und Hausthiere. 

3. Die Schülerbibliothek unter der Leitung des Pror. Dr. Kalmus und in den einzelnen 
Klaſſen unter Aufſicht der betr. Ordinarien wurde durch folgende Erwerbungen erweitert: Wollheim 
Nat. Literatur der Skandinavier; Müller u. Mothes Archäologiſches Wörterbuch; Herzog Kirchen— 
geſchichte; Hammerich Thorwaldſen; Arnold Am heiligen Nil; v. Wedell Pompeji; Maſius Ge— 
ographiſches Leſebuch; Hertzberg Geſchichte der Perſerkriege; Keck, Kallſen Bilder aus der Weltgeſchichte; 
Lüttringhaus Boruſſia; Dielitz Helden der Neuzeit; Foß Geſchichtsbücher; Erzählungen und Sagen 
von Bechſtein, Oſterwald, Günther, Keck, Frommel, Glaubrecht, v. Stöber, Sonnenberg 
u. a. Lauſch Heitere Feiertage; Pilz Die kleinen Thierfreunde; Wagner Im Grünen; Otto Deutſche 
Dichter und Denker u. a. 

4. Die Sammlung für den phyſikaliſchen Unterricht wurde vermehrt durch einen 
Nörremberg'ſchen Polariſationsapparat, ein Nicol'ſches Prisma, ein Galiläiſches und ein terreſtriſches Fernrohr. 

5. Die naturgeſchichtliche Sammlung wurde vermehrt durch einzelne Geſchenke: vom Herrn 
Buchbindermſtr. Koht ein Schnabel von einem Albatroß; vom Herrn Uhrmacher Hartwig ein Ziegen⸗ 
melker; vom U. Tertianer Schreiber eine Kreuzotter in Spiritus. 

6. Das Muſeum des Gymnaſiums erhielt vom Herrn Miſſionar Heeſe zu Riversdale in Süd- 
Afrika ein ſchönes Exemplar von einem Straußenei und die Haut von einer Klapperſchlange. 

Wir ſagen noch einmal für alle uns freundlich zugewandten Geſchenke unſern herzlichſten Dank. 


3. Verordnungen der Hohen Königlichen Behörden. 


Vom 7. März 1877. In Zukunft ſoll im amtlichen Verkehr der Doctortitel nur demjenigen bei⸗ 
gelegt werden, welchem er von einer preußiſchen Univerſität oder von der Academie zu Münſter ertheilt iſt, 
oder wenn der von einer nicht preußiſchen Univerſität Promovirte dem Kgl. Prov. Schulcollegium nachweiſt, 
daß er auf Grund mündlichen Examens und gedruckter Diſſertation die Würde erlangt habe. 

Vom 15. März c. Zufolge Vereinbarung der ſämmtlichen hohen Bundesregierungen iſt fortan 
für alle Behörden des Reichs und der Bundesſtaaten ein einheitliches Papierformat von 33 Centimeter 
Höhe und 21 Centimeter Breite in Gebrauch zu nehmen. 

Vom 16. April c. Ausnahmsweiſe wird in dieſem Jahre auch noch Mittwoch nach Pfingſten der 
Unterricht ausfallen. 

Vom 29. Mai c. Das Reichskanzler-Amt hat allgemeine Anordnungen empfohlen, durch welche 
die Strenge in der Zuerkennung der Berechtigung für den einjährig freiwilligen Militairdienſt möglichſt 
geſichert werde. Bei der Beſchlußfaſſung in der Conferenz find darum ganz genau dieſelben Grundſätze zu 
befolgen, wie bei der Verſetzung in eine höhere Klaſſe oder Klaſſenabtheilung und hat die Berechtigung nur auf 


Grund des vollſtändigen Inhalts der Schulzeugniſſe des letzten Jahrs zu erfolgen. Es wird zu dem Zweck 
erfordert, daß der betr. Schüler mindeſtens ein Jahr der Secunda angehört, an allen Unterrichtsgegenſtänden 
theilgenommen, ſich das Penſum der Unter-Secunda gut angeeignet und ſich gut betragen habe. 

Vom 30. Juni c. Es werden nähere Vorſchriften über die zweckmäßige Ausſtattung der Turn⸗ 
plätze reſp. Turnhallen mit Turngeräthen gegeben. 

Vom 4. Juli c. Es wird eine Verfügung des Herrn Finanz⸗Miniſters über das vorgeſchriebene 
Maß der Anforderungen an die wiſſenſchaftliche Vorbildung der Candidaten für das Supernumerariat bei 
der Verwaltung der indirekten Steuern mitgetheilt. 

Vom 16. Juli c. Ueberſendung von je 10 lat. u. deutſchen Exemplaren des Leclionskatalogs der 
Univerſität Greifswald. i 

Vom 21. Juli c. Ein Verzeichniß der von dem deutſchen Gewerbemuſeum vervielfältigten Nach⸗ 
bildungen antiker Säulenkapitäle nach den beſten Hülfsmitteln mit Angabe des Koſtenpreiſes. 

Vom 17. Oct. co. Von jedem Programm find (außer den in dieſem Jahre an die Teubner'ſche 
Buchhandlung in Leipzig einzuſendenden 685 Exemplaren) 6 Exemplare an die Geheime Regiſtratur des 
Kgl. Miniſteriums der geiſtlichen pp. Angel. zu Berlin u. 3 an das Kgl. Prov. Schulc. zu Stettin einzureichen. 

Vom 12. Nov. c. Durch Erlaß des Herrn Finanzminiſters iſt vorgeſchrieben, daß hinfort die 
Quartale des Rechnungsjahrs nach den Monaten zu bezeichnen find, alfo un, Sender Tender und 
Arg z. B. 1877. 

Vom 31. Dec. e. Es wird angeordnet, daß diesmal zu Oſtern 1878 die Ferien Mittwoch den 
10. April Mittags beginnen und Mittwoch den 24. April endigen. 

Vom 19. Jan. 1878. Es wird zur Maßgabe für die Benutzung beim Unterricht ein Verzeichniß 
der feſtgeſtellten abgekürzten Bezeichnungen der Maaße und Gewichte mit näherer Angabe ihrer Verwendung 
mitgetheilt. 


4. Frequenz der Schule während des Schuljahres 18778. 


Im Sommerhalbjahr. Im Winterhalbjahr. 

„ aka 

Klaſſe. S ET Sra Klaſſe.. S 3 35 

: 

Prima 21 10 11 214 — | Prima 1 7 11 | 6 17 — 
Secunda 2814 14 26 2 Secunda ee 
O. Tertia 2110 11 20 10. Tertia S „2 
U. Tertia 35 1817 31 4 | U. Tertia 32 17 15 29 3 
Quarta 42 271537 5 | Quarta 4 | 30 | 16 | 41 5 
Quinta 42 | 29 3 | 38 4 || Quinta 43 | 30 | 13 | 38 5 
Serta 49 33 16 44 5 || Serta 44 31 162 
Gymnaſ. 238 | 141 | 97 217 21 [Gymnaſ. 235 | 153 | 92 | 216 | 19 
Septima 45 | 37 8 | 40 5 | Septima 50 | 40 | 10 | 44 6 
Octava 37 | 35 3 | 8I 6 || Octava 29 | 26 3 | 24 5 
Vorſchule 82 72 10 71 11 Vorſchule 79 66 13 68 11 
Summa 320 | 213 | 107 | 288 | 32 || Summa 314 | 219 | 105 | 284 | 30 


5. Ueberſicht über die 


24 


Vertheilung des Unterrichts unter die Lehrer 
im Schuljahr 1877 


| | Weg u 
| Bor jF 
£ in. 1. i. Wii: . III. V. V. VI. 2 
Tehrer Ordin 0. UI U. i l ſchule DE 
1. Dr. Zinzow 2 Relig. 2 Relig. | 
18 eler 9 Latein | | 14 
Director. | 1 Ph. Prop. bia | 4 
2. Dr. Kalmus, | 11 6 Griech. 8 Latein | 20 
Obert. u Pror, | 1 Gre. | | D a. Ae 
3, Dr. Blaſendorff, 3 Geſch. 2 Relig. | | 3 
Ohel E O. III. 2 Dtſch. 8 Latein | al 
er ie F | WEE ml, 8 * d 
4. Dr. Vetter, 2 Franz. 2 Fran). 2 Relig. 6 Griech. | 22 
Oberl. u. Subr. U. III. En | l Io Latein COS) vg KW K. GH 
5. Dr. Janke, Iv 2 Hebr. |2 Hebr. 2 Dtſch 2 Relig. 21 
ord. Lehrer. Za Be 3 Geſch 10 Latein 8 4 e Ve 
6. Kobert, 3 Math. |4 Math. |4 Math. | | 3 Rechn. 20 
ord. Lehrer. 2 Poyi. 1 Poyi. 1 Naturg. | 2 Nature. | | P 
7. Balcke, 2 Dtſch. 2 cu 2 Franz. | 
3 3 Geſch. 2 Franz. 3 Geid. | 19 
ord. 9 E 2 Vergil. A u 3 Ge ſch a * | p ra à — 
8. Dr. N 3 | d Griech. | 3 Relig. 
d. Le v. | | 2 Dtſch. 21 
oro EIERN | 10 Lat. = 8 3 
A = 2 Franz. j" 38 Relig. E 
9. "Dr. Schmidt, VL | = 5 | | E De 28 
ord. Lehrer. | | 10 Latein | 
555 e wi 4 Math. 2 Dtſch. 2 Geogr. 2 Geogr. | ? 
AG m, | | zeogr. , 
Gi Gro pma | 1 Naturg. 3 Rechn. 2 Inſpect. 4 Rechn. 22 
ord. Lehrer. | | i 2 Naturg. 
> F Ta ( Sp na = TZ 5 
11. Schulz, 1 Sing. 2 Zeichn. 3 Schreib. 3 Schreib. 
á k 3 Sing. | 2 Sing. 2 Zeichn. 2 Zeichn. 22 
techn. Lehrer. WW Zeichn. * Š | 2 Sing. 4 
ZZ 7 | | | 4 Relig. 
|, | | | | 6 Dtſch. 
12. Meyer, Vorſch. | | | | | 6 Rechn. a 
, Weih | | | | 2 Geogr. | 2° 
Lehrer d. Vorſch I. I | | | 2 Geogr. 
) | | | | 6 Schr. 
| 9 | | 22 Sing. 
—— — — | 4 Relig. 
4 Turnen im ©. 6 Ttſch. 
13. Schwantz, Kn N | | 6 5 96 
Vor c | 6 Schr. x 
Lehrer d. Vorſch. 2 Turnen. | 2 Sing. 
| | | | 2 Arb. 
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Am 1. Januar 1878 befanden ſich die Schüler in den einzelnen Klaſſen in folgender Ordnung: 
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PS — — 
d Name. Eltern. Wohnort. 822 Name. Eltern. Wohnort. = 
Ar | SR 2 22 
| | | TA ETZ 
27 M. Schmidt Superintendent Lippehne 16 
Prima. 28 O. Kanzow e Stettin 16 
e e * SER 29 F. Berg Oberprediger Pyritz 15 
IE Ser a Horse = 508 Mabpenhenſch SEI ú j À 14 
ZE. Hörning Lehrer Hor 9 31S Ge Paſtor -Q | 
485 Baumann Schuhm.⸗Mſtr. Pyritz 18 81O. Gerlach Paftor Gr.⸗Latzkow 16 
O. Hintze Kreisſeert. | 6 S 
DIS. Strohfeldt Tiſchlermſtr. Arnswalde 20 O. Tertia. 
6E. Hintze Kreisſecret. Pyritz 17 | 19. Kohlſchmidt Schneidermſtr. Pyritz 115 
7 O. Angermann Schloſſermſtr. j 17 | 2. Miethe Bürgermeiſter „ 14 
8 J. Helterhoff Gutsbeſitzer b. Pyritz 19 | 3 P. Schmidt Superintendent Lippehne 12 
9 K. Unruh Schuhm.⸗Mſtr. Pyritz 19 [4 R. Teske Schneidermſtr. Pyritz 15 
10 R. Erdmann Lehrer 75 15 | 56. Tummeley Fabrikbeſitzer b. Pyritz 15 
11 O. Buls Gutsbeſitzer b. Pyritz 18 | 6%. Klamroth Paſtor Selchow 14 
12 A. Bläſing Kaufm. Pyritz 19 | 7%. Kranz Ackerhofbeſ. Repenow 14 
13G. Klamroth Paſtor Selchow 16 | 8%. Eſſer Rentier Pyritz 16 
14 O. Helterhoff Ackerbürger Adamsdorf 19 | 90. Thomae Lehrer Schwedt 14 
15 P. Hartwig Rentier Pyritz 18 10H. Priebe Actuar Pyritz 14 
16 W. Gurr Ackerbürger Altſtadt P. 19 118. Berg Paſtor Finkenwalde |14 
17 E. Eggert Schneidermſtr. Pyritz 17 12 R. Sack Bauer Neumark 14 
3 F. Zech Steuereinnehm. Lippehne 16 
Secunda- 14 H. Karow Bauer Wal 1 Ké 
1 es cf o |156. Gene Oberförſter Mühlenbe | 
aR. Rogie Wie Bär. 18 168. Schewe Bauer gl ⸗Hiſchow 45 
30 P. Haaſe FFF 16 176. Hirſchfeldt Kaufm. Lippehne 15 
SE, pame Beigeordneter GEN. 19 18. Steuer Bauer Ralitt 16 
dit Oberförſter. Regenthin 17 19 B. Hirſchfeldt Kaufm. Lippehne 14 
5%. Lerche Kreisger.-Rth. Pyritz 17 20 H. Vetter Oberlehrer Pyritz 12 
U = 3 Ka vi e 0H. XS I ) A | 
5 A pae Schuhm.⸗Mſtr. „ 15 21 O. Mory Oberſteiger stage 14 
7B. ep K e 9 DD SEIN 6 RER A Jan Ce 5 
dë Seuer Ser dë 10 17. Güdte Ge EE e 
96. Moritz Bäckermſtr. Pyritz 17 27 S 
10 B. Jordan Paſtor Rate 14 U. Tertia. 
11 K. Priebe Atuar Pyritz 16 | 118. Agahd Lehrer Wildenbruch 15 
12 A. Maywald Rittergutsbeſ. Neu⸗Grape ‚18 | 2%. Wendlandt Schulze Neu⸗Grape 16 
13G. Heyn Paſtor Brietzig 17 | 38. Hahn Kaufm. Pyritz 14 
14 J. Bergemann Tiſchlermſtr., Pyritz 174 A. Schulz Stadtſecret. „ 15 
15 W. Dupont Schneidermſtr.r „ 16 5 R. Gerlach Paſtor Gr.⸗Latzkow 14 
16/8. Rönckendorff Nittmeiſter Süßwinkel Kr. Oels 16 | 6 K. Moldt Gürtlermſtr. Pyritz 15 
17 O. Heydrich Secretair Lippehne 177 A. Huhnholz Schmiedemſtr. „ 15 
18 A. Kurtz Rentier Pyritz 15 SD. Wendlandt Bauer Beelitz 14 
19 A. Lerche Kreisger.⸗Rth. „ 15 | IR. Schwarz Bauer Singer 15 
20 P. Freuer Bauer Rakitt 17 10 F. Gurr Bauer Altſtadt P. 14 
21H. Tummeley Rittergutsbeſ. Sabow 16 116, Bleibtreu Paſtor Liebenow b. Bahn 15 
22 F. Gädke Zimmermſtr. Pyritz 14 12 E. Leopold Telegraph. Berlin 13 
23,J. Puchſtein Sanitätsrath + Cammin 15 13 E. Götzke Bauer Altſtadt P. 15 
24 W. Möller Arzt u. Dr. Pyritz 17 14 A. Haaſe Beigeordn. Pyritz 13 
25 M. Sperling Kaufm. F = 17 15 F. Hartkopf Schloſſermſtr. D | 14 
26 M. Stange Rentier E 17 116. Jungklaus (Brauereibef. *| „ 16 


& Name. 


17 M. Roloff 

18, P. Wapenhenſch 
19 M. Braſch 

20 M. Victor 
21D. Ritz 
Lüdecke 

R. Baumann 
W. Sprenger 
H. de la Barre 
26M. Schreiber 
27 P. Moritz 
28 W. Ritzerow 
29 M. Müller 

. Börner 
318. Bleſſin 
32/98. Bühl 


2 


FT 


Roſenau 
Petermann 
Berkner 
Wendlandt 
Pohle 
Victor 
Sturm 

8 J. Swarſensky 
9 A. Krohn 

E. Hende 

5. Moldt 

. Schreiber 
F. Fromholz 
$. Moßkopf 
A. Daute 

O. v. Coſel 
17 R. Berg 

18 W. Wendlandt 
19 K. Scheel 

20 K. Hintze 
21 P. Gädke 

22 E. Wagner 
23 J. Völker 

24 K. Jungklaus 
25 O. Kröning 
26 K. Ruffmann 


— 
= 


E 
2 2 


= 


Sour Va 2 
S 2 


* 


27 M. Wundermann 


28 O. Linde 
29 J. Karger 
30 C. Lerche 
310A. Angermann 


Eltern. 


— 
asai 


Nechnungsrath Pyritz 
Tiſchlermſtr. „ 


Rentier Bahn 
Kaufm. Pyritz 
Oberförſter Regenthin 
Paſtor Altſtadt P. 


Schuhm.⸗Mſtr. Pyritz 
Bauer Rakitt 
Goldſchm.⸗Mſtr Arnswalde 


Kaufm. F Danzig 
Ackerbürger Pyritz 
Gutsbeſ. b. Pinnow 
Zimmermſtr. Pyritz 
Adminiſtrator Brallentin 
Rendant Pyritz 
Bäckermſtr. pr 
Quarta. 
Poſtexped. Neumark 
Lehrer Collin 
Bäckermſtr. Pyritz 
Ackerbürger „ 
Kaufm. Ke 
Kaufmann H 
Webermſtr. P 
Handelsm. Iſinger 
Kaufm. Pyritz 
Nechnungef. Linde 
Gürtlermſtr. Pyritz 
Kaufm. ie: 
Koſſäth + Beyersdorf 
Tiſchlermſtr. Lippehne 


Magiſt.⸗Beamt. Berlin 


Poſtſecret. Pyritz 
Paſtor Finkenwalde 
Bauer Beelitz 
Drechslermſtr. Pyritz 
Kreisſecret. |» 
Zimmermſtr. D 
Photogragh d 
Rector T I n 
Brauereibeſ. F 
Reſtaurat. Ze 
Schulze Natit 
Actuar Pyritz 
Bauer Altſtadt P. 
Kaufm. Pyritz 
Kreisger.⸗Rth. „ 
Schloſſermſtr. d 


~ 


[et am 1. 


— 
E= E OO bäi e EL we 


— 82 


ra EA EA w CO Cn CA DD UI DD 0 02 DI a A3 — Nä 


— 


kal Sec Eech bei bel ee kel Een Fei Sech Sec bei bech Eech Fei pi been get bei Te wg —— — 


0 2 


1878. 


Fan. 


— 


Ga o E Ee 
SSN 


Ra 
Ion 


er 


2 28 
S. 


22 
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39 R. 


42 P. 


44 J. 
450. 
46|%. 


2 A. 
3 A. 


4 K. 


6 E. 
7 F. 
8 A. 
9G. 
10 E. 
119. 
12 E. 
13 E. 
14 R. 
15 R. 
16 O. 
17 B. 


19G. 
20 L. 
STIX, 
22G. 
23 P. 
24 K. 


27 L. 
28 H. 
301%. 
316, 
32H. 


40 W. 
41M. 


43M. 


M. 


5 W. 


18 M. 


25 M. 
26 M. 


29 M. 


Name. 


Dupont 


Schulz 


. Sad 
Boetel 


Dahms 


Reitz 


Gené 
Gädke 
Bethke 
Hartkopf 
Wendeler 
Leonhardt 
Meyer 
Plantiko 
Schneider 


Richter 
Iſaackſohn 
Lebbin 
Schröder 

Kröſel 
Jagow 
Gurr 
Henckel 
Pinn 
Roſe 
Milſter 
Gehrke 
Voß 
Zühlsdorf 
Breuer 
Bauer 
Tummeley 

Friedrich 
Backe 
Schildener 
Victor 
Möller 
Meyn 
Schröder 

Bleſſin 

Leonhardt 

Loewe 
Volkmann 

v. Pirch 
Krohn 
Gurr 
Stange 


Eltern. 


D 


Schneiderm. + Pyritz 
Schneidermſtr. F) 


Bauer Beelitz 
Kr.⸗Bauinſp. Pyritz 
Gutsbeſ. Bernſtein 
Rentier Pyritz 
Oberförſter Mühlenbeck 
Kupferſchm.⸗M. Pyritz 
Rentier Le 
Schloſſermſtr. „ 
Freiſchulze Babbin 
Sem.⸗Lehrer Pyritz 


Vorſchul⸗Lehrer „ 
Paſtor Repplin 
Rentier Pyritz 


Quinta. 


Barbier Pyritz 
Handelsm. Brietzig 
Kaufm. Pyritz 
Sergeant F Ze 


Schuhm.⸗Mſtr. „ 
Schuhm.⸗Mſtr. „ 


Bauer Altſtadt P. 
Bauer Pyritz 
Bauer Craatzen 
Bäckermſtr + Pyritz 
Inſpector Kinderfreude 
Schulze Prillwitz 
Goldſchm.⸗M. Pyritz 
Rentier Je 
Fabrikbeſitzer „ 
Uhrmacher 5 
Rentier * 
Brauereibeſ. P 
Buchhändler 7 
Ackerbürgern „ 
Kaufm. Kr 

Arzt u. Dr. | „ 
Getreideh. dë 
Kaufm. Soldin 
Rendant Pyritz 
Sem.⸗Lehrer P 
Kaufm. „ 
Zimmermſtr. „ 
Rentier has 
Kaufm. . 

Bauer Altſtadt P. 
Lehrer Repenow 
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„ Name Eltern. Wobnort. 82 Name Eltern. Wohnort. 88 
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33 Th. Plantiko Paſtor Repplin 10 T P. Bendig Maler Pyritz |33 
34 R. Meyer Kürſchnermſtr. Berlin 12 18K. Volkmann Zimmermſtr. Se |16 
35 W. Kluge Kaufm. Pyritz 11 (nz Langenfeldt Bauer Mellentin 13 
36 P. Janjon Kaufm. 7 11 20 E. Uecker Schlächtermſtr. Pyritz 10 
37 M. Freuer Bauer Rakitt 12 21½/F. Andraſch Müller e 11 
38 R. Lehmann Tiſchlermſtr. Pyritz 11 122/6. Plath Ackerbürger D 10 
39 K. Hartwig Uhrmacher 11 23G. Moldt Gürtlermſtr. 75 10 
40 O. Freuer Bauer Rakitt 10 24 O. Geſſert Slafermftr. | „ 10 
416. Ganzert Kürſchnermſtr. Pyritz 12 25M. Lebbin Kaufm. l 10 
42 R. Henniges Oekonom Berlin 12 260M. Rothholz Handelsm. > 10 
27 A. v Pirch Rentier > 12 

Sexta., 28 K. Zorn Schneidermſtr. „ 11 

A. Höft Bauer Gr.⸗Riſchow. 10 29 A. Berkner Bäckermſtr. 5 10 
2 P. Gurr Bauer Altſtadt P. 9 30 R. Prehn Gaſthofbeſ. „ 10 
3 D. Heeſe Miſſionar Riversdalei S. -Afrika 11 [31 O. Schmidt Mag.⸗Beamt Stettin 12 
4 J. Jungklaus Kaufm. Pyritz 10 |326. Gentzke Torfmoorbeſ. Stepenitz 9 
5 W. Janke Gymn.⸗Lehrer 70 10 |33. Schmidt Sem.⸗Lehrer Pyritz 9 
60 W. Meſſerſchmidt Färbermſtr. Lippehne 10 34%. Blenn Bauer Brieſen 10 
7 K. Roſe Conditor Pyritz 10 35G. Tummeley Fabrikbeſ. Pyritz 9 
8 F. Götzke Bauer agent P. 11 368K. Bleibtreu Paſtor Liebenow b. Bahn 11 
IE. Schröder Schornſteinfm. Pyritz 11 37G. Meyer Vorſch.⸗Lehrer Pyritz 9 
10 M. Wagner Photograph H ie 10 38€. Abraham Telegraph. Pr 9 
LU. Weſtphal Bauer F A.⸗Sarnow 13 39E. Bethke Kaufm. Pa 10 
12 R. Wendlandt Bauer Beelitz 11 he Kluge Kaufm. = 9 
13D. Sad Bauer Neumark 10 [41E. Schanz Sattlermſtr. m 10 
14 J. Sprenger Rentier Pyritz kä: AN. Förſter Klempnermſtr. „ 11 
15 R. Siegwardt Kaufm. Pyritz 10 43G. Wundermann Actuar P H 
16 A. Gädke Zimmermſtr. 7 44 K. Lipke Schuhm.⸗Mſtr. „ 9 


Feier des einundachtzigjährigen Geburtstages Sr. Majeſtät unſeres allergnädigſten 
Kaiſers und Königs. 
Vierſtimmiger Chor: Lobe den Herren. 
Gebet des Directors und Chorgeſang V. 2 
Gedicht: Unſre Zuflucht. Geibel. 
Vortrag: Der Kaiſer Wilhelm in ſeinem Privatleben. 
Vierſtimmiger Chor: Ich habe einen muthigen Reiter gekannt. v. 
Vortrag: Der Kaiſer Wilhelm als Kriegsheld. 
Gedicht: Kaiſer von Deutſchland. v. Elze. 
Geſang: Deutſchland, Deutſchland über Alles. 
Seftrede des 
Motette: 


V. 1. 


Prima: 


B. Klein. 
Secunda: 


Volkslied. 


Herrn Gymn.-Lehrers Walke. 
Salvum fac regem v. Erk. 


— 28 — 


Oeffentliche Prüfung mit Bedenctus. 
Dienſtag, den 9. April, Vorm. von 8 Uhr an. 
Vierſtimmiger Chorgeſang: O Haupt voll Blut und Wunden. V. 1 u. 4. 
Juarta: Nepos. Dr. Janke. Rechnen Dr. Graßmann. 
Gedicht: Aus dem Walde v. Geibel. Erz.: Die deutſche Eiche v. Maſius. 
Nepos: Cimon., 
Vierſt. Chor: Erhebt euch von der Erde. Volkslied. 
U. Tertia: Caesar, Oberl. Dr. Vetter. Geographie. Balcke. 
Gedicht: Die Porta Weſtphalika v. Berg. Erz.: Wunderbare Rettung des Arion v Novalis. 
Phaedrus; fab I, 2. 
O. Tertia: Xenophon. Oberl. Dr. Blaſendorff. Franzöſiſch. Dr. Schmidt. 

Gedicht: Wittekind v. Platen. Erz.: Roland nach Turpin. 
Franz.: Souvenirs d' enfance par Béranger. 

Vierſt. Chorgeſ.: Der Mai iſt gekommen. Volksweiſe. 

Sccunda: Cicero. Pror. Dr. Kalmus. Geſchichte. Balde. 

Ged.: Walter v. d. Vogelweide: Ihr ſult ſprechen. Erz.: Walter u. Hildegunde n. Eckehard. 
Hom. Od. XVI, 167-221. — Verg. Aen, 264—295. 

Vierſt. Chorgeſ.: Integer vitae v. Flemming. 

Prima: Horaz. Der Director. Mathem. Kobert. 

Lat. Rede: Qualis pudor sit primus virtutis honos, 
Deutſche Rede: Liegt dir heute klar und offen u. ſ. w. v. Göthe. 
Sophocl. Antig. v. 332—383. 

Vierſt. Chorgeſ.: Harre meine Seele. 


Nachmittags von 2 Uhr an. 


Zweiſtimm. Choral: Schönſter Herr Jeſu. 
(Juinta: Latein. Dr. Buchholz. Naturgeſchichte. Kobert. 
Gedicht: Die Brandenburger im Türkenkrieg. Erz.: Der ruſſiſche Schiffer v. Eylert. 
Zweiſt. Geſang: Wer recht in Freuden wandern will. Volkslied. 
Sexta: Latein. Dr. Schmidt. Geographie Dr. Graßmann. 
Gedicht: Das Brot des h. Jodocus v. Koſegarten. Das Hirtenbüblein v. Grimm. 
Zweiſt. Geſang: Habt ihr ihn noch nicht vernommen? 
Vorſchule 1. Klaſſe: Deutſch, Geographie u. Rechnen. Meyer. 
Gedicht: Kaiſer Wilhelm. Raabe. Erz.: Walter von Thurn und der Löwe. 
Zweiſt. Geſang: Zwiſchen Berg und tiefem, tiefem Thal. 
2. Klaſſe: Religion, Deutſch u. Rechnen. Schwantz. 
Gedicht: Die Jahreszeiten v. Hey. Der Mann im Monde. Bechſtein. 
Gebet und Geſang: Unſern Ausgang ſegne, Gott. 


Dr. Adolf Zinzow. 


